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1982 年 以 来 ， 作 者 在 北京 大 学 和 中 国 科学 技术 大 学 研究 
生 院 多 次 讲授 “ 偏 微 分 方程 的 L? 理 论 ” 这 -一 课程 ， 本 书 季 对 
历次 讲稿 加 工整 理 而 成 。 

我 们 系统 介绍 L2 CQ) 上 的 Sobolev 空间 НСО), ТЕ 
五"(9) 中 分 别 讨 诊 椭 加 、 抛 物 、 双 曲 三 各 类 型 的 方程 ， 这 就 
必须 系统 地 授 引 Hilbert 空间 的 理论 。 例如 解 的 存在 性 本 质 
上 都 是 在 界线 性 泛 画 的 Riesz 云 示 定理 的 推论 椭圆 型 方程 
解 的 正则 性 是 H! CO) 3 Ж WJ ЖЕЙ ЙО L? 有 异性 和 ZL? rh; y pR 
Й ЖЕШИНЕ Жз 椭圆 算 子 的 特征 击 数 理论 是 Riesz- 
Schauder 关于 上 紧 自 促 算 子 的 一 般 理 论 的 其 休 应 用 。 利 用 伯 群 
方法 、Fourier 变 换 方 法 、Galerkin у. А Z ЛЕ ЭР 77 
法 ， 发 展 型 方程 解 的 正则 性 可 归结 为 酉 网 型 方程 的 机 应 结 
扩 。 因 此 阅读 和 使 用 本 书 可 把 重点 放 在 Sobolev Z [и] 188 p 
型 方程 ， 而 对 发 展 型 方程 可 选择 使 用 书 贞 介绍 的 一 种 或 两 种 
方法 。 做 每 章 所 附 的 习题 对 擎 握 本 书 内 容 古 不 可 缺少 的 。 
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双 曲 型 方程 
半 群 方法 сет 
Lions 定 理 和 双 曲 型 方程 
Galerkin рф өөө 
特征 函数 展开 的 应 用 … 


第 一 章 H'(Q) 空间 
$1 引进 H1(Q)》 的 必要 性 
1.1 WAFAA 
我 们 以 考察 薄膜 平衡 这 一 问题 作为 本 这 乃 至 健 书 的 序 
ВЕ, Е АЗДА Е ОЕ :xs 平面 上 的 区 域 Q， 其 边界 固定 
在 的 边界 2Q 上 。 在 密度 为 f(x1,xs)》 的 外 力作 用 下 ， 水 腊 
上 的 点 (xi,xas) 在 垂直 于 xx, 平面 方向 上 的 位 移 为 и(х,,х„), 
求 薄膜 形变 后 的 形状 4=u(xi,xs》(《 图 1) 。 


图 1 


湾 腊 每 点 位 移 为 v(xi,xo) 时 ， 其 形变 能 为 


т] (7 а-а) 


хр. a \2 (w \°% 

=, |. (Ge) + бу) esas, 
其 中 全 为 比例 系数 ，|0| 表 示 区 域 O 的 面积 。 外 力 做 的 功 是 
f iind WARBER FET =1) 


E=B[u] = б |а 3 (2 ) +(ж—)) - | dx,dx;, 
a.n 
H Dirichlet 原理 ， 实际 的 位 移 (zi xz) 使 总 能 量 E[ u JR Ж 
小 值 
E[u] = min ELv] 
134 


=minf | |+ 1( (=) AES - | 4х\ах,, 
(1.2) 
其 中 V 为 在 3Q 上 了 玫 常 值 的 9 上 定义 的 “所 有 ”西数 的 集合 
我 们 来 探讨 4 应 当 满 足 的 方程 。 任 意 取 定 耳 数 v,v 在 20 
БЖ, Jë BIB Bi 3k 


çGt) = ЕГи+и]= Таб) + 212006 


жаби ,0)2- (Z,u) - (7,02, 
其 中 


a(u,u) =Í (z өр ошер Jaz, dx,, 
2 


Әх, IX, Әх, dx, 


a) =аби,ш), (= | Panax, 


9 (在 上 =0 取 最 小 值 E[uJ, 由 Férmat 引 理 ,9 (ORFE, 
Bp 
u€V,aGu,v) =(f,0), V r€ V, G.3) 


这 种 形式 的 方程 称 为 变 分 方程 ，v 称 为 检验 画 数 。 
Фи 和 了 “光滑 ”， 由 Green 公式 可 得 


ЈА - оаа, =0, Уо, [о = 0. 


TEB 9 的 任意 性 可 知 4 满足 
-Аи-ј=0, QÑ, 
u=0, ОЕ. TD. 
此 即 Poisson 方程 的 Dirichlet 问题 。 


1.2 薄膜 平衡 问题 的 精确 提 法 

{ЕТЕ И BE(2) 的 极 值 问题 (1.2) 中 ， 我 们 有 意 回避 了 的 
明确 变化 范围 Y ,只 是 笼统 地 说 共 中 的 画 数 在 32 „АЖ. 
在 古典 的 数学 物理 方程 中 ， 通 常 假定 力 密 度 画 数 光滑 ， 并 要 
求解 有 连续 二 阶 导数 ， 从 而 满足 Poisson 方程 。 但 在 实际 问 
题 中 ，f 不 光滑 的 情形 并 非 军 见 ， 例 如 我 们 设 了 是 2 上 的 
Lebesgue 意义 下 的 平方 可 积 丁 数 ， 这 时 位 移 4 的 光滑 性 很 难 
保证 。 为 使 能 量 表达 式 (1.1) 有 意义 ， 我 们 自然 应 该 假设 


ус=н(ау={ vero), ero), a.s 
19X; 


әх, 
其 中 的 导数 是 在 广义 画 数 的 意义 下 取 的 。 Уйу Е 39 
БИЖ, Ж 
V=(e€H'(Q)| оо =0) = Н00). а.б) 
3 


于 是 变 分 问题 (1.2) 的 粮 确 提 法 是 求 画 数 4 ， 满 足 
u€ HiO), Blul= min ЕГУ], ал) 
veno 

我 们 所 要 研究 的 课题 如 下 : 

1) 首先 定义 弱 导 数 和 强 导 数 ， 兰 在 此 基础 上 定义 空间 
五 (2) 及 类 似 的 正 整数 次 空间 五 "(2)， 和 研究 这 种 空间 的 性 
质 ， 诸 如 完备 性 、 可 分 性 、 用 光滑 画 数 的 逼近 、 延 拓 性 质 、 
AMERY. 

2) 在 极 值 问题 (1.7) 中 要 求 xlao=0, Ч u€ HOH, 
u 只 是 几乎 处 处 定义 的 画 数 ,4 在 边界 30 上 的 值 是 无 法 按 通 
常 方式 逐 点 定义 的 , 我们 将 以 一 个 合理 的 方式 定义 迹 ulao 
HARR, ulao HOO hi ATR, 日 然 必 须 预 先 
定义 分 数 文宏 间 H1 2 OA) ,或 一 般 的 非 整 数 次 (通称 分 数 次 ) 
AEH (OHH (OQ) ,并 研究 这 种 空间 类 似 H"0) 的 性 质 ， 
ЖИ ЯН HOHE 20 上 的 迹 ， 迹 的 概念 和 性 质 对 边 值 问 
题 、 初 值 问题 和 混合 问题 的 研究 至 关 重 要 。 

3) 研究 偏 微 分 方程 解 的 存在 性 ， 方程 通常 写成 形 如 
《1.3) 的 变 分 形式 ， 例 如 对 方程 (1.3) ,只 要 f € CH) (Q) = 
H= (Q) , 就 存在 唯一 解 uE H3《0)。 对 一 般 椭 半 型 方程 ， 解 
的 存在 性 往往 由 Riesz 有 界线 性 泛 丁 的 表示 定理 的 推广 (Lax- 
Milgram 定 理 ) 得 到 ， 而 对 发 展 型 方程 可 用 Lax-Milgram Ж 
理 的 推广 (Lions 定理 ) 得 到 ， 或 用 个 群 理论 得 到 。 

4) 在 3) 中 已 提 到 , 在 薄膜 平衡 问题 中 若 f € 五 CO) , WI 
HA ue H'(Q)y; # f€ H%(Q) =L), MADER H aE 
u€ H*(Q), 一般 地 车 f€ Ht (Q), W| u€ H:*2(O), 这 就 是 
АЛАР ВУЛЕ ЛЕЙ. EAA —Jr ЖИ Уу Fa ЯК {ГИЖЕ Е ВА 
ЖЕЛЕЛЕР R. РИ PEBE н PE Erik ЈЕ. 
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则 性 ， 并 以 椭 冉 型 方程 的 正则 性 结果 做 基础 。 

5) 当世 充分 大 ，uE 及 "(0Q)，u 就 有 适当 阶 数 的 连续 导 
数 ， 我 们 要 建立 这 类 人 嵌 太 性质 ， 再 结合 9) 中 的 解 的 甩 "(9) 正 
则 性 ， 就 可 从 变 分 方程 的 解 得 到 偏 微分 方程 的 古典 解 。 


52 ”整数 次 空间 W"'? (Q) 


我 们 先 一 般 地 讨论 L? (0) 上 的 整数 次 Sobolev 空间 ， 在 
讨论 分 数 丈 宏 间 和 相应 的 述 的 问题 时 ， 将 只 讨论 P = 2 的 情 
形 。 


21 弱 导 数 和 强 导 数 
先 引进 若 干 通用 的 记号 。 
R" n HE Euclid 空间 х= (xxayxzn) 表 示 民 * 
中 的 点 ，a = (01,0, 5,82) a G =1,2,=- ,n) 是 非 负 整数 ,a 
称 为 整 指标 ， 沁 
[а] =a, +а, +. +a al=ailas!…anly 
x° = XTX 2 Xn 
是 R" 中 的 开 集 ， 定 义 
C" CQ) = {p19 的 直到 w 阶 的 偏 导数 在 Q 连续 }， 
C"(@) = {v1p 的 直到 m 阶 的 偏 导数 存 Q 一 致 连续}。 
以 下 我 们 以 Dj 记 9/3xj， 
D=(Di,D,,=- ,D»), 
Ds = 01052... а» = 91% /9х919х%2...9х9*, 
易 知 车 ?EC"(S)， 则 对 任意 重 指标 2，1a|<m，D?y 可 延 
拓 为 号 上 的 一 个 连续 函数 ， 延 拓 后 仍 记 为 ер, 我们 定义 无 
B KTT Ей Жл |н] : 
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С=(ду= Aew, C-(5) = Aco. 


жет Е) 
ХРО ех Б А 
supp p = {(хЄ0|(х) 0), 
ЖН “#-” RETE R" 中 取 阿 包 。 进 而 定义 
CY(9) ={9EC"(Q)|supp oH JL R.C О}, 
C30) = сео), 
m-l 


车 在 界 开 集 2 WHE CA, Mia СО, ухо Ей 
局 部 可 积 夯 数 空间 
11.00) = {u|u anI, HY TTA, u€EL'(0’)). 
定义 1.1 iZu,e€e L. (Q), aE 21, 2, 03 Tt Wk 
Ж. 车 对 任意 ?EC3CQ)， 有 等 式 


Í uD°*gdx =(-1)'%!| vpdx， G.8) 
° ° 


则 说 v &и 的 a 阶 弱 导数 ， 记 作 v= ви, 
显然 ， 若 4 的 弱 导 数 刀 "存在 必 叭 一。 又 若 ucca), 
|a| 和 mm， 由 Green 公式 知 对 任意 mvECT(9)， 


| иредх = (— 1)“ [ (Р*и)фӣх, 
о о 


故 通常 的 导数 еи Eitu hy a 阶 弱 导数 。 

在 讨论 Sobolev 空间 中 的 画 数 的 某 些 性 质 上 ， 往往 先 对 
ЕТ ВСС" СО) ЗЕ ССО) а) 证 明 该 性 质 ， 然 后 
BRER, 这 就 需要 能 用 光滑 画 数 在 某 种 意义 下 逼近 给 定 
画 数 。 为 此 引进 光滑 子 P= оСх), kE 

1) p€ C=(R°), 


2) виррос В, (0) = (x€ R*| [x|<1), 
3) Í „р0)4х = 1, 
в 


这 样 的 光滑 子 是 存 企 的 。 例 如 


{ Сехр(|х|®-1)7!, #1х1<1; 


1 
0, Ф131, 09 


р(х) = 

其 中 选取 常数 
ы. 

с, ехр(|х|%—1) чх) r 


("o (xe) E>0} 称 为 光滑 子 族 。 对 иЄ Lhe CO) fE Ж 
积 
Jef pF) Wd, .10) 
J ou 称 为 u 的 光滑 化 。 算 子 7, 的 作用 是 把 丁 数 “ 磨 光 ”， 
其 意义 体现 在 下 列 定理 中 。 
定理 1.1 设 夯 数 4 及 其 阴 导 数 D“u 属 于 ЦСО) 21), 
则 1 .wuEC=(R*)， 且 对 任意 开 集 2"CC29， 当 es-0 时 ， 有 


fy u ооо, 

$ (1.11) 
Í. ID°u,(x) – р®и(х) |'х-+0, 
о 

证 明 设 e<dist(0’ ,20) =4>0, x€ Q, И] 


Е 


J ulx) ==. (9) оозу 


-f p(z)u(x -ez)dz, 
lsi<i 


Hanf рбюйе=1, 我 们 有 


Tul) ису POUE -ea а) аа, 
ja 
H Minkowski 不 等 式 ， 有 
Ша ано], Рас es) -иб нә qz, 
由 ZKC9) 中 平移 的 连续 性 ， 有 
lucx- ez) —-и(ху{„+ь' 一 0, 当 s 一 0 时 ,关于 zxEBi(C0) 
=й. Ий 


Iau -ullra 0(Ce 一 0)。 
对 于 xEO'CCO, 当 e<d=dist(9' ,30) |}, “(#—>) 
TED v 的 而 数 属于 C3CQ)， 在 积分 号 F 关 于 * 求 导数 得 
ре =" | 0300027) асо, 
Jau ECR"), 

жол 0 х-уу_ х-у 
нсана еа Р, ( “之 ) - р, (27), 
yn 


%т 


о) «юв 


=(- Def 0: (( 0.) мсуар, 
再 由 能 导数 定义 得 
реса) бо = et | , (2) Drudy =J D), 
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对 Dru 利用 对 4 已 得 的 结果 即 得 
ID°J,u- Ои], у->0 (є-*0), | 
定义 1.2 Bu PEL (O), EZI RE EX AEN 
9' CC2， 存 在 画 数 序列 Un EC E 


иь = шуро’ 0, Ои – 01 一 0 (т->со), 


(1.12) 
则 称 b 是 在 L? 中 的 a 阶 强 导数 ， 并 记 作 D"u 
显然 的 L? 中 的 a 阶 强 导数 必 为 同 阶 яа К. 1 
则 说 明 ， Hu 及 其 弱 导 数 Dou Р; 在 СО), u 必 为 


и Hy L? 中 的 强 导数 。 


2.2 整数 次 Sobolev FAW (0) 的 定义 及 其 简单 性 质 
定义 1.3 АГГ1<р<оо, i 
Мт? (О) = {061 (O)| Dere L'(Q), уає2*, |а| <т}, 
(1.13) 
其 中 D'u Жи BJ айй (或 强 ) 导数 ， 对 于 vEW"?(0) 
ELEM 


Ples = Wiro 1 (Уо) 5 


іо = (сота), рео 
(1.14) 


н». = esssup|uGO l, 
本 ”2(2) 赋 以 范 数 (1.14) RA LOE 的 mn 阶 ) Sobolev 空 


28 
现在 来 讨论 W"…?(9) 的 一 些 简单 性 质 ， 


定理 1.2 Ww"™?(《0) 按 通常 方式 定义 加 法 和 数 乘 运算 , 构 
成 Banach 宏 间 。 
证 明 REER WW"?(0) 的 完备 性 。 没 wx 是 Ww?(0) 
中 的 一 个 Cauchy 序列 ， 即 
lur- urlao 0 (К,1—>со), 
由 范 数 jul。,o 的 定义 知 ， 对 任意 acE 71, |а|<т, 
[вик – D°u,i |o, >0 (k,l—co), 
HJ Реци, 是 L?《0) 中 的 Cauchy 序列 。 由 上 L?(0) 的 完备 性 ， 
存在 u。EL?(Q) 满 足 
{Бик — и„}»,р,о->0 (Коо), 
记 шө,о,› = uy 易 见 uo 正 是 4 的 c 阶 弱 导数 。 事实 上 ， 
шй D uk 的 定义 (1.8)， 对 任意 ?EC5C0)， 


чача С) чирак, |а|<т, 
о о 
а К коо, ЕЈ L' ауд AA, RIS 
| aDsgaz= С-1)'°\| uapdx, 
Q Q 
H H Ои fJ Æ X Нр ua =D°su€ L(A), |а|<т, ik 
uc W™? (Q) B. 


чки}, ро= У) Í, [2и – Doul?dx 


lajam 


= У) Í. |Рвик-и„|?ах->0 (К->оо), | 


їаі<т' 
定理 1.5 5 1 入 p< co нў, Ит (9) 是 可 分 的 。 
证 明 xF (€ -— H иЄ" (О), & Pu = (D°u||a| < 
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т}є |] PODIZE. HE, 2HE PW "°? (Q) 


是 (0) 的 团子 空间 , 且 W"™?(0) 与 PV?(0) 同 构 。 已 


lol<m 


知 当 15р< ооу, 1" (0) 4, Ава [ O 可 


ж, JS BY E R PW (О) A, 15 PW"? (йук 构 的 
本 "2?(9) 也 可 分 。 | 

定理 1.4 当 1<p<collf, W» (Оуу. 

证 明 由 定理 1.2 的 证 明知 Wr (Q)! |] LO 


lajem 


子 空间 PWO, 4 1<р<Соо], LOKE, IR 
2:10] HI, 19): [I LrceQ) нр РИ" (О) 


lal<cm 


自 反 ， 5 TREM W cO) (L ЖУ. I 


2.5 单位 分 解 


在 转向 丈 ”?(9) 的 逼近 定理 之 前 ， 先 求 建立 单位 分 解 定 
。 后 面 将 多 次 用 到 它 ， ib 即 把 整体 性 
na 者 为 局 部 性 质 ， 可 以 形象 地 称 为 “区 域 的 分 片 ”。 
引 理 1.1 AU CTA, Wete ECE), WE 
0<ё(х)<1, x€ Q, 
{(ху=1, xEQ’; (1,15) 
[Deč |<C/(dist(Q” ‚д90у)!ё,‚ x€ Q, 


证 明 记 4=dist(9 ,30)， 定 义 开 集 


о, -Í xER"|dist(x,0)<4 } 
3 
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о, ={ x€ R"|dist(x,0’ ›<24). 


p 为 (1.9) 定 义 的 光滑 子 。 取 8=d/3,， 9 HF О, [у ШЕЙ 
0, ME КФ 到 值 为 1， 在 Q 外 ? 取 值 为 0。 邻 


sga x-y а ан. 

доо [| . (72 )eeya = |, eve az, 
(1,16) 

ireo, ЖЕ е2, Р 09) 1, Ж 


со) = Í p(z)dz=1。 
B (0) 
类 似 可 证 xE О, СС) =0, e 

reca, o<t<|, edz, 

B0) 
{Ай p(z) =p), А = |z] В 
в == a х- 5 
Ре (х) = [005 1) вау 
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Serta varl - Jedy 


= „де! P (2)у(х — ez) dz, 


[рео |< e laz 


=a | | бю [ае Саа, 1 


引 理 1.1 中 的 两 数 “通常 称 为 截断 西数 。 

定理 1.5 设 {92i= 1, NJE KCR" Йу 
їй, WIETE QDK юва 1,… МУАА 

1) a, € Cç (Q, 


N 
2) щ(х)>0, Уа) =1, x€ O, 
4=3 


紧 集 ，d = dist(K,30) > 


证 明 iu O = Ü Qi, K (Ж 
i=l 
0, + 
Q = (x|dist(x,K)<4/2;, 

显然 JCO, 28 Q НЕН NRR 

B = {Bra Cx) |x € Q,,i=1,: N, B, „у (хусс@}, 
JOPIE x€ О, 36-38 34 q {а r(x)2>0 Е B, ç (ху 

СО, H fit ЕДЕР АЕ КАКВЕ і 1, 66, Гуса 

ЖО, Q F Qi 的 球 Bj ЕО, ат 


N 
Š, = U Beca, Bc б. 
ву=ю; tat 


WEM, O WHG ñ Ce C (01), 0<8;<1, 在 Bi 上 Pi 
13 


WES + 
a(x) = В,(х), 
а(х) =G - ñ, DRO 


Qi(x) = (1 — B,G2) -- -Bah б), 


ам(х) = (1 — В,(х)) ~. (1 — Ём-0х)) Вх), 
容易 4 证 


Ў\ so-=1-a-pco)- “(1 — BG) =1, *eÜ 9.1 
= 

定理 1.6 设 2; 是 有 界 开 集 ，9 = Üa, оссо, 每 
KE КСО 仅 与 有 限 个 O, 相交 ， 
оо) 

D @ЄС (О), і=1;2, "3 


则 存在 机 й (adli=1, 


2) a,20, È або =, x€, 


证 明 агн Qy 18520011 = 1,2, 


Же 
CiCOi ,为 此 分 ， 


B, =9,- (JQ. 


ё>1 
Ж В =Q, 一 0, Am В, д FB, ЗЕ F, # 
4>1 
хеб. - U 9 由 于 5iC9 则 zc2- U 0, мо={]0,, 
i>i š>1 sar 
# x€ Q,, ЖЕТ 


= Џос, _ U Q, 


i>i #21 
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到 向 的 包含 关系 足 显然 的 。 团 集 BCO,， 取 一 开 集 
о, ={= [dist(x,B,) <aiscB,a0) ], 


显然 B,CO,C-C09,, O, Яп 0,G>1) 1 О ЮН, 设 
已 做 出 О;,!=1,2,+е,К-1, А O Сс О, O, G=1,%, 
k-1)#l 9; (>к) ЖОЙ, 4 
B.=O,- ЈО; - йд. 
<4 j> 

БШП IE PTE Bk ЙЕ, B.C О, 5 O, 类 似 ， 构 造 开 
OCTO, 使 0; @(<К)Яп 0, GOAR О, 
由 归纳 法 地 得 到 满足 要 求 的 {0i|i=1,…,}。 由 引 理 1.1， 存 
Т Picca), XE O: E B 取 值 为 1，0 志 Bi 二 1。 由 于 
每 一 紧 集 КСО 仅 与 有 限 个 支 集 supp Bi 相交， 所 以 = 


У) BECH, B O F В;>1,о =piyp 即 满足 要 求 。 | 
i-l 


2.4 B 
И" (9) 的 画 数 可 用 Q 上 或 Q ЕМ ЖИНИ ОЙТ, ЖШ 
界 39 光 滑 与 否 而 定 。 


定理 1.7 iZ чЄИ (2)， 则 存在 序列 uz € C>(Q) n 
Wow? (9) 满足 
ux —ulm,pso>0 (Коо), 
MEM 只 需 对 任意 正 数 s， і жоє СО) П 
И", СО), и -zw ,po<e。 定 义 开 集 
Q, = Z, 2, =Í zeolditcc,ao)> 1, Iz| <). 


显然 = |) (O, - OD. 任 一 紧 集 K 仅 与 有 限 个 开 集 
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Cie- Оох, H yaya Ep, FE ҮЛ E 
{9ili=0,1,™}, a,20, > 2i =1, x€ O, 
i=0 


A+ u= 可 ua, М 


#-0 
supp(ua;)C Q; - QTA, ua, €W” (Q), 
由 定理 1.1， 取 正 数 s 充分 小 ， 可 使 ua, 的 光滑 化 7 ，Cuai) 
满足 
suppJ (uai, Qi, Ja Gua) —ишо[т,р,о<*/2**1, 
Ф w= 21. Gua), HTJ, Ga) EC3C0) ,是 任 一 紧 集 
б-0 
仅 与 有 限 个 支 集 suppJ ,Cuai) 相 交 ， 故 wEC™*(Q)。 由 
Minkowski 不 等 式 得 
ошо |X 7.,(шар- У ча, | 
к= ag, 


<> I., Cuai) -uailn,p,o 
i-0 


mp o 


> Е 
<J z se, | 
i=0 
读 洛 一 定 会 觉察 到 ， 存 上述 证 明 汕 ,对 边界 A 上 的 任 一 
点 zo, 不 论 趾 径 r 多 小 , 球 Br《xo) 部 与 无 穷 多 个 开 集 Qia- Q, 
相交 。 级 数 了 了，,Cuai) 非 夫 项 的 数 昌 一 般 是 无 汶 ， 因 而 访 
‚-° 


级 数 在 边界 点 хо 的 状态 是 不 清楚 的 。 为 了 得 到 下 到 过 УК 8 
光滑 的 夯 数 逼近 ， 需 要 对 边界 上 的 光滑 性 加 -上 其 些 限制 。 
定义 1.4 设 QCR" 为 一 开 集 ，30 为 其 边界 。 T 
xoE30, 存 在 一 个 邻 域 0 和 一 个 从 C 到 В,(0у Ryu е: 
16 


o) =y， 满 足 


ФєС"(О), pE CCB, (0)), 
ФСО ПО) = В: (0) = В.О) N (5.220), 
ФОО) =Z = ВО) N {ys = 0), 


0] 
图 3 


定理 1.8 


则 说 REC", o RoT 属于 C~， 则 说 REC., 
然 数 ， 


设 ОСК" 是 有 界 开 集 ，3QEC"，m 之 1 为 自 
则 对 任意 uEW"?(0)， 存 在 序列 uhEC"( 引 ) 满 足 
[ак = и, o0 (оо) y 
证 明 ”由 3QEC" 的 定义 ， 注 意 到 0 有 界 时 39 是 有 界 闭 
集 ， 利 用 有 限 覆 盖 定 理 ， 我 们 得 到 有 限 个 区 域 {Oili=1，…， 
N} 和 变换 = 9 (x) ,i=1,… ,入 ,满足 


м 
IAC [J Oi, pipz ЄС", pi(0;) = В, (0), 
t=1 
# (O, 19) = В; (О), pi(0i:N30) =>, 
ГОА 
取 Оссо ж 0с U 9, 《图 4)。 由 单位 分 解 定 理 ， 存 在 


i=0 


а:ЄС;(00, Dailx)=1, x€ Q 


分 
i=o 


» 分 
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由 本 章 习 题 5 nu i € W=* (9)。 兮 ze 在 9 外 取 雳 值 的 延 拓 
Wio G EW™ СК"), (E ü 的 光滑 化 


Jao е" | „в (5ean. 


+ s= шк = Јл „Во, HEM 


икЄСе(Е"), [и 一 zolnpyo->0 (k-=oo), 
ИРА 
u(x) =u; (P Cy)) =v; U). 
E u CCO), MJ H £ & 4 Ж (ú Së E E i Ms PMJ 
e €C1(B, Н. 
əv; _ ди; Әх; du; до; дук 


dyk x, dyk Әх, dyp dx aan 


其 中 重复 指标 表示 从 1 至 nn 求 和 ， 本 书后 面 一 直 采 用 这 个 约 


ж. 
КІ > ЕІ 
дукфо,р›в` axils 
du, |? 1/2 
š в' Pa dy 
(du; | ИСЛЕ 17r 
3 € > (f H) ax) 
> озо, әх; | ах | 


SP, 9 
< >: Pa 


| ; 
0,010; 


其 中 SER у= ecx) hy Jacobi 行列 式 。 жий язу! 
的 估计 式 ， 从 而 存在 常数 C >0 使 


C~ vilis p Bt Sluili,p,ono, SClvili,p, B+, 


(1,18) 
хр А ш Є! (О, ПО), ССО) ТАЕ CE EB1.7) 
知道 存在 序列 шк ЄС°СО 0), WE 


luik -uili pro no>0 (k>) 。 


由 (1.18) 知 相应 地 有 
їо ~vili,psp+—>0 (K—ço) 。 
对 uj 和 Vik 9 ВК 17020, К оо ЗАВИ Hl (1,17) 
式 对 uiEW?"?(0i; 人 19) 也 成 立 ， 即 我 们 证 明了 通常 的 链 锁 法 
则 对 器 导数 成 立 ， 从 而 (1.18) 成 立 。 类 似 地 可 证 其 中 的 1 换 
Jm l K sr, 
JE n EWS (BORELI ARI, EA vi ERY- 

Бра. EEF supp uB, Bab H 2E i Ja О ВЧ К 
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51E Wm™?(R?)。 由 下 面 的 引 理 1.2 知 存在 Vik EC~(B*+) ,满足 
SUPPO B, |ó; – 2: |,р,в+ 0 (К->оо), 


回 到 变量 *x: ， 利 用 (1.18) 中 的 第 二 个 不 等 式 ( 1 换 为 m)， 
知 存在 wkrECn(Oi 门 2) 满足 


р 


вирршьсСО;, Їшк ш [рхо по 0 (К->оо), 


A tsk f: 0-0, Бу, #t4r 


N 
uk = У Uike 


i=o 


显然 uk € C"(OQ), ЕН. 
N 
азо | ао 


N 
<> [ш — uiklmsp o0 (kœ). | 


从 上 面 的 证 明 体 会 到 ， 由 于 单位 分 解 ， 因 子 a 的 出 现 使 
WARLIKE, HEKRA HRNO, IR S 
ль, PFIN IQEC RAER р 把 ОПО, RRB, 40N; 
转换 成 了， 此 即 边界 的 平 直 化 ， 或 把 边界 拉平 。 

引 理 1.2 设 uEW"?(R?)， 则 存在 wk EC”~(R*) 满 足 
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[а ~ulm,p, rs—>0 (Коо), 
жї suppu 含 于 某 开 集 0 中 ， 可 使 suppuk— O, 
证 明 设 uEW™?(R?)， 做 共 平移 
u (x) =u(x’ Xn +N), Xn> =n, x'= Xi, , Xn) 
H L 中 蔡 移 连续 性 易 知 


us —uln, pyar—0 (n>+0), 


对 и, 做 光滑 化 


Jeun ©) =ef, 5 (229), as. 


出 定理 1.1 知 ， 只 要 є<\п/2,й Ят Jaun ECOU Yn > -0/2 
R. {/.и„-и„|м,р,в"®->0 (є->0), 
由 以 上 两 个 极限 关系 容易 得 到 所 需 之 逼近 。 又 若 supp CO 
时 ， 只 可 用 和 充分 小 就 可 使 supp /,и, O, | 

我 们 看 到 在 守 空 间 情 形 ， 可 利用 平谷 以 扩展 定义 域 ， 这 
是 把 边 异 展 平 的 好 处 之 一 。 


2.5 ЕЙ 

边界 32 光滑 时 ， WORE W ROHE Q E Hy 
限制 ， 而 WW"…?(R") 往 往 使 于 研究 ， 这 是 因为 R* 上 定义 的 
ВСА ДЕТ Fourier 变换 。 š 

定理 1.9 设 OC R* EARE, IQEC, MITE 线 
性 算 子 P, W? (Q)W™? (Rih E 

Ри(х) =и(х), а,е.хЄ0; 
1Рц|,„,ь, в <С|и|„,р,о, С= С(п,т, О), 
证 明 先 设 xEC"(3)， 和 定理 1.8 的 证 明 一 样 取 
21 


{O01li=0,1,°,N}, {aili=0,1,°%,N}fn{9i|i=1,.,N}, 
同样 定义 u, 和 vi 及 uo 的 延 拓 o, 以 下 列 方式 延 拓 vi(y) = 
vy): 
[ v), УЄВ*\)>, 
m+1 
D=] У) сиу, уһ), Y= ,yn) 
Е ЄВ {0,0} = В-, 


(1.19) 
e; КЕЗЕТ 
m+1 
oi ( - 工 ) =1, к=о,1,—, 
5 a(-3) m 
由 于 共 系 数组 成 Vandermonde 行列 式 ， Ях T fT l) sÑ ЭР 
雳 ， 故 cf(1 = 1,…, 由 +1) 存 在 。 显然 5EC"(B+UB-)。 对 


a€Z:, |а| <т, y (€ 2, 
lira D°b(u) = Роу), 
F... 
тев" 
“+ s 
lim Ореви) =lim Nojf(- 工 "De (v. -t 
лиот s (J) pa (и. -多 
sep 


=X (0-3) "рене = Der Go, 


这 就 证 明了 EC"(B)。 返 回 变 量 x Ba t ECO), ER 
到 和 的 支 集 在 O, Pq, л B, 在 0; 外 取 堆 值 ， 延 拓 后 的 两 数 仍 
WA te, W 8, € C"(R"*), Жи 的 延 拓 


N 
Pu= У) а. 
i-o 
对 xEQ 有 
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N 


N 
(Раух) = У) a) У) шх) =u(x). 
4-0 


H Ри 的 表达 式 知 存 在 常数 C = СОт,п, О) 


ІРи|..,,,„а Сш, ро. (1,20) 
ё иЄ"? (О), H ССО) СЕШІ,8), f 
ДЕШ uk 满足 


Uk EC™ C0), [ик-иш,р,р-—>0 (k>), 

Xt ur ЄС"), ШТАТ ар Puk， 由 (1.20) 

{Рик — Purllms psr" = [Р(ик—и)у|„,р,в* 

=<С[ик-и[„,р,о-—>0 (К,1->со), 
由 W"?《R") 的 完备 性 ， 在 在 PuEW"?(R") 满 足 
{Рик — Pul mpr*—>0(k—>co) 。 
由 于 Puk =u, a.e. Q $k luk- Ри|„„р,о >0(k—=co), H 
Ww"? (9) 中 极限 的 唯一 性 ， 知 Pu =u 在 Q 上 几乎 处 处 或 立 ， 
ЖН. 
[Pul mpr" = lim | Pux | mpr" 
<Clim jur} mpo = Clump о. | 

定理 1.10 设 2=R" 或 9= 尽 :或 2 为 有 界 开 集 , aQ C 
C",u€ W” (Q), WEHE и. СЕСЕ") E uk и] „роо 
0(К->оо), 

证 明 ARH ОСС" 时 用 廷 拓 定 理 ( 定 理 1.9); 当 
О= К: 时 ， 用 表达 式 (1.19) 延 拓 4u 到 R* ,总 之 存在 vE 
W™? (R")，v 在 Q 上 跟 u 重合 。 作 wv 的 光滑 化 


J,v(x)= | pF) сда», 


HEMI, l, Jaw ECR"), ФН. 
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[Jav -vimp >0 (є->0), 
ҖАН ЦИ ДЕ 2220, w=]. ЖОТА 
£€ Cç(B,(O)), 0<¿<1, 
在 В, = В,(0) EZ = 1, & 


tk (x) = wr(E), 
则 wkEC5CR")。 由 求 乘积 导数 的 Leibniz КОЙ 本章 习 
014) 
чо) (Oo 
Т (g) t > (2) пот)", 
> 
Жир а= (а, ,0n) 21, B= (‚Һе Bn) EZ], Ba 


的 意义 是 Bra (= 1,2, n), 而 ( >) 


( #) Е CG (5) = Ва a Bp: ° 


2 
易 见 


[Dewr - Ређе 
«(тота Elola oke), | 


本 节 定 理 的 证 明 体现 了 研究 Sobolev 25 问 的 基本 技巧 : 
利用 单位 分 解 把 区 域 “ 分 片 ”; 利 用 变量 替换 把 边界 展 平 ， 利 
用 中 光滑 子 的 肉 积 把 西数 “ 磨 光 ” ,利用 乘 截断 丽 数 把 支 集 
“截断 "。 以 上 可 分 别 简称 为 局 部 化 ， 平 相 化 ， 光 滑 化 , 紫 支 
化 。 
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2.6 WP? (Q) яд И" (Q) 

HE Sobolev 空间 И" (0) 中 求解 偏 微 分 方程 时， ЖП 
把 古典 导数 的 概念 推广 到 弱 导 数 (或 强 导数 )， 通 党 还 更 求 解 
在 边界 或 部 分 边界 上 的 前 几 阶 导数 值 给 定 ， 利 用 引进 辅助 画 
数 的 办 法 一 般 可 归结 为 雳 边 值 或 齐 文 边 ЇЙ. {ПЕ Wm (Q) 
中 的 两 数 只 是 在 Q 上 几乎 处 处 定义 的 ， 那 么 它 企 边 界 上 取 
党 值 是 什么 意思 呢 ? {ЕЗ ЙЕ СЕНИН, ШЕЙ m -1 Er 
法 向 导数 取 劣 值 的 丙 数 ， 可 以 看 你 下 面 定 义 的 WW?(0) 中 
的 元 未 。 

定义 1.5 C;(Q)# W™? (О) И оја EWG? (О), 
即 

И? (Оу = {иЄ И" (O)| 3u ЄС; СО), 
lup- ullmpo>0 (К->оо)}, 

B Q=R', Шит 10, WP? (R) =W™? (0), R3 
иЄ? (CQ)， 我 们 就 认为 u {ЕШ Е, АТА zB 
可 以 看 出 这 是 合理 的 。 

定理 1.11 设 Q 是 R* 的 有 界 区 域 ，9QEC!,，u€E Co%(5) 
NAW? (2)， 则 下 列 两 个 性 质 等 价 

1) 209 上 w=0。 

2) иЄ} (0) 

证 明 (1) DRY ЯНИЕ, RAD, 
u€ H'(R')( ССК"), u {КЕН W(x’ ,0) =0, x' € 
К", ду и {Е х„<СО ДАЯ Н, üu 延 拓 到 R", 记 延 拓 后 的 
ижа, Ше 

—— Oa =o (х„<0), i=1, = ,n-1. 
对 任意 v€ Cš (R°), 
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Өе чус Н КТД 
[= по) 2 ух = Ню u(x) ax ax, 


-+0Jzs>e 


注意 到 对 几乎 所 有 的 x' € R*-1, u(x',x,)fE2 x, BJ Bš Ж 
在 xn 之 se 二 0 绝对 连续 ( 见 本 章 习 题 2 )， 我 们 有 


9 
f по) бк limf- f, (иф) (x’ ,e)dx’ 


由 于 ECR HARE, ua ,5)>0 G— + 0) Fx” € 
к=, Ш 
lim аот (иф) (x’ ,e)dx’ = 0, 


.... 


于 是 有 
dp а ди 
TL аке адеб 
由 弱 导 数 定义 ， 
ðu 
әй 一 
ix,= Әх? Xn>03 
0, xn<0。 


яда € L' (R, 从 而 WE W! (R*), .考虑 平移 


#,(ху=й(х/,у„-п), 7>0, 
De 的 支 集 在 n>n, ERR 


Laose f, (5 noa, 
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当 e<n/2 А, зир Jt, Cira у], m L 中 平移 连续 性 
和 定理 1.1， 有 

Nas — ,a >0 《1 一 十 0), 17,9, 一 全 pa 0 (2—0). 
BIETE X JE Fj ue ECI (RDW E lur -ulpes 00 
оо), MuE Wi)” (RI). 

(2) ЧЄ? СО) 由 Co( 恕 )， 要 证 在 古典 意义 下 4 在 
边界 39 上 取 雳 值 。 跟 (1) 一样， 问题 归结 为 0= B+ 的 情形 。 
由 W3"?(C9) 的 定义 存在 uk EC3(CB') 满 足 

[иь — uspsa+ 0 (k>), 
对 aex ER", RIE 
ик(х/ ‚є) — u(x’ ,€) 


由 Minkowski RER 


(| L ED u ey лае) 
|z' 1<1 


17? 
е ) dx,, 


<[([ |e) ру C za) | к 


la 1<119xXn 
对 右 端 关于 x, 的 积分 用 H6lder 不 等 式 得 
(f |uxk(x'”,g) -u(x ,‚в)|”ах”)!”” 
is' 1<1 
"и, _ ди!” 177 
<(| p+ |9х„ 9хь| =) ° 
任 给 620, k KA KEH o, i ЄСВ"), 


存在 正 数 so， 当 0<s<eo 时 ик(х!,ву=0, |x |<1, $e 
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(| [ибх ,в)ў|'4х/ ) 8, 
12° |<1 
Ar e->0 取 极 限 得 
| [ии ,0) 17dx’ <8', 
lz’ i<1 
由 6>0 的 任意 性 ， 上 式 左 端 为 雳 ， 再 且 立 的 连续 性 可 知 {Е 
Z RETZ. | 
定义 1.6 Шт, 1<p<co, 1/p+1/p' =1, E 
х 
w=? (Q) = (W3 (О))”/, 
这 里 В’ 表示 Banach 空间 也 的 对 偶 空 间 。 
我 们 来 探讨 W” СО) 中 元 素 的 结构 。 
定理 1.12 对 任 一 Єт (Q), HETE (Ў. поа € 
TI L от 


lalcm 
f=D°f。， 在 9'(0) 中 
或 | 
GD =) =(-1)'°'[}„0%шах ушет? сй), 
(1.22) 
证 明 由 于 Є" (0), WA | [ L' (Q) 的 一 个 子 空间 
lal<m 
上 定义 有 界线 性 泛 西 
F((D°su|la|<m) = би), УиЄ И? (Q, 
4 Ри = {Ю*и| |a| <m}, PW 3? (0) z ТТ L: eO) 的 一 个 闭 


lajem 
子 空间 ， 
LF (Pu) | = |D |< M llu Imo = I1 Pulo ду. 


\о\<т 
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由 Hahn-Banach 定理 存在 ғе( п г 《9)) 满足 
lal<m 
Ё‹Ри) = Е(Ри), B.|F4= ЇР], 
(1127 0) 的 去 示 定理 ， 存 在 
ШЫ 


{follal<m} € [Т rr со), 


laíi<m 
满足 
вача) = | uafadx, 
v {ш||а|<т}є [I L. 
lal<m 
特别 地 


和 CDeullal<mj) =FG((D°u||a|<m)) = С) 
=| Р*иј „ах, y uc W™ (Q), 
о 


特别 取 EC3Y(9)， 由 广义 导数 定义 即 知 
f=(-1)°De/,, 
& J. = Dfa, BADR. [ 
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嵌入 性 质 是 Sobolev 空 间 的 最 重要 的 性 质 ， 正 是 这 一 性 
质 使 得 Sobolev 空 间 在 近代 偏 微 分 方程 理论 中 起 着 重要 的 作 
用 ， 这 一 性 质 揭 示 了 弱 可 微 性 和 可 积 性 、 连 续 性 的 关系 。 
定理 1.15 1) #1<р<п, Ш Wy? (9Q)GLs (О), 
1 1 1 
q p UY h s 
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2) #рооэр>п, MWE? (0уС;С”(б),у=1- z 


EM da 2 AGB RE ACB, R. іи, 
Vu€A, C 与 4 无关， 这 时 说 4 连续 嵌入 了。 
证 明 1) 设 1<p<n, ECR”), 


u(x) = [purar Пао] |D;uļdx;, 


i=1,2,=-,n, 


p=1 时 相应 d= 


akas 
БЕ 


мот < (TI Г. IDiulax,) 


不 等 式 两 端 对 x, 0, ЖН n - 1 个 因子 的 H6lder 不 等 
式 ( 指 数 熙 为 m- 1) 得 


Гло (Г. [ри 145, ges 
(вм, J 7f: pasas) 


两 端 对 x 积分 ， 类 似 地 得 到 
[ Г ju(x)|* Tdx dx, 


«(ГГ Daul аа) | |D ujdx,dx, y 


x (ГО. ID;u| ахах)? а 


30 


x Ch Í Г. р.а,” R 


直到 第 n 步 得 到 | 
f ho iss 全 (|. Граја)". 


ГҮ 12 
[а [1 вв < (rÍ. олла)" а=. 
由 于 几何 平均 数 不 超 过 算术 平均 数 ， 所 以 

о У. 1014: j: 1Duldx 
(1.23) 


1 
= Dul i", 


EAJ 


Кн 
IDu| = (руш + = + | Dau |2), 


#ЕЖ А 23) Ди Alul”, y2>1, RIAS 


1 ùj 
iul” linn as Sg ДЫМ 1| Duli. 


РВА Halder 不 等 式 
| 有 ?a „у= Шар | "я D (вт 
«ар-р р 
Sy lle as Du lira 
y уУ-1 ; 
“түн!” -Dier (Du |i? a". 
取 ? 满足 


уп/ (п -1) = (у-1)р/(р-1), 


=" = >C" n>>p 时 )， 


我 们 得 到 
Панно а» 7 Ши нано. 
ЯА СМЕЯ АГЕ ЗАНЕ Ж иЄ W? СО) HEIRE, 
2) роп, u€ C(R*y, 0, 为 边 长 为 p>0 边 平行 于 


坐标 贺 且 包含 原点 的 立方 体 . 出 Newton-Leibniz 公 式 ， 
对 VxEQ, 


х a| S sassa. I ‚5 d 
Гас) -u(0)| = | А "сю |=] iu (1х) хі 


5 1 
утри) а, 
两 端 在 О, ESU, ЗВ О, 的 体积 p" 得 
1 i 1 
један < 去 |。 д, 1999 90195 


с ај [DuGx)|dx 


|, Puy lay, 


其 中 
Qip = (tx |= € Q,), 
对 关于 у 的 积分 利用 Hölder 不 等 式 得 


1 | 
Po, u(x)dx —u(0) | 
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nf (2-7 
суп К Du | ra sy(tp) " 
° 


d: 
р" 


一 ，af 4 
= п рї HE I dt 
_ пр 
u 
对 任意 两 点 x 关 y，P = |х -y|, UTAR K 29 2p 的 
边 平行 于 坐标 轴 的 立方 体 О,» 使 x,y 为 其 内 点 ， 由 刚 证 的 结 
果 


рт, 


| 1 емтр y su . 

«б = onha, "© <, CPT [Du |. о", 
1. V np (воду А 

ko- arhe, "Or У" eoh ри раан, 


ju -u< T cph Ср 2 С ур, 


(1,24) 
Ш чЄ Иа, (0), H ukEC3(Q0) 满 足 р 
lux -u [3р0 (коо), 
4 ик {Е О, W| чь ЄС ССВ"), IH G.24) 
Га) -ur | KC] Dur |, |x -yl 
这 说 明 在 任何 0' ССО kE, (ux) ВОЕН — e E 
续 ， 由 Arzela 定理 ， 存 在 子 序 列 uk WE 
uk (x)v(x), i>o0， 在 0'CCOQ 上 一 致 、 
vik- 
[об =o 1<C|Du ferol- Р. 
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rh [нк 一 4 有 po 一 0 (коо) арт, ик, 有 子 序 列 ( 仍 记 为 
uk ОА 
uk >u, ae, Ро, 
ZË u=u,a.e, F Q, 0ЄС' (0), и Ро, чє 
COHERE. i 


§3 12(В*) ý Fourier 变换 


现在 开始 讨论 分 数 次 Sobolev 2: [арт Т, ЭК eja 
在 Ww?(0) 中 探讨 起 来 方便 得 多 ,而且 后 面 此 本 上 是 在 
ИСО) ЕИ HE. WOA H"), 首先 考 
BOR 的 情形 ， 这 时 的 基本 工具 是 Lx(R") 中 的 Fourier 变 
换 。 

定义 1.7” 称 画 数 集 
Z =(u€C=>(R')| va,B€ Zt,|s#Dsu|<M.,,Vx€ R°) , 
ЭЕ Ж, УРУШ ЖЕНЕ. 

显然 CC Еее, HUES, MIERA 
指标 a 和 RR 4 хрис, ЗИ т 有 иб) |< 
C|<|”". 

定义 1.8 ”对 uEL(R")， 称 五 数 

AE) = Fu) = (20A uC errs ax 


Җи 的 Fourier 变换 ， 共 中 的 积分 区 域 为 R" (后 面 凡 未 指明 
积分 区 域 的 ， 都 认为 积分 区 域 是 只 "7， 而 хехе = x. 
了 对 于 Fourier 变换 的 好 处 在 于 它 对 Fourier 变换 是 封 
闭 的 。 
定理 1.14 #uc.Z, WEF, ы 
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证 明 设 xE9， 在 积分 号 下 求 微 商 得 
DZA) = (Qz) | (C D'°ix°u(x)e ist ах, 
{##5Рф@(Фу = | (Ол) [ходе dx| 
=| GD" seu De сеи )dax|. 
分 部 积分 ， 注 意 到 xu“(xz) 的 速 降 性 ， 有 
ерда = | алу рр счас аз м, 


KEF, | 
定理 1.15 uc, WJ 


иб = ву | (фе az, 

这 个 公式 称 为 Fourier 变换 的 反 演 公 式 ， 它 可 以 表示 为 
ux) = (0) ~ (— x), й(ху=и(-х) = (0 ^ GO, 
证 明 ”人 先 证 对 任意 u,v€ 9 有 

fave ots az = furens. 01.25) 
由 名 的 定义 
(1.25) 式 左 端 = |e (ey е!** [ ошен! dy 42, 
由 Fubini 定理 交换 积分 次序 得 
азза = [учто серет ее ag иду 


= [nev er онан асау 
= (9) асо 
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= [оис eydy = C DRA. 
现在 取 ‚(ху =е71* 1026.77, Ш]: Fourier 变换 
$ (0) = о elsi%/ze-ist dx 
= (2л)-*/ | б Pet dp 
=” 


. 
= (2л)-—*? п] е0 +14 002/266 3/2 
je 


= (2л) TH (c° fa 22а ) 
= (л) ет (20) "2 = e7112, 
将 这 个 v 代入 等 式 (1.25)， 得 
Í аб ете анс ары ео суар, 
两 端 被 积 画 数 分 别 被 |2() 和 Мет!" 1272 所 控制 ,由 Lebesgue 
HAKA EM, A s-=~0， 在 积分 号 下 取 极 限 得 
| асе ag = асет тау = emua), 
БЕ Аз НЕЗ. | 
推论 1.1 对 任意 u,vE rE 
Í &udx - | utdx, (1,26) 


证 明 ТЕЗЕК (1.25), 4 x=0, є=1ИЧ, | 
定理 1.16 ”对 任意 u,v€ Z, $i Parseval SEA 


[а заз = зану» 0,0) = [авах = (0,0) = | абар, 


(1,27) 
证 明 在 等 式 (1.26) 中 ， 取 9 =z， 则 由 反 演 公式 
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"GO = eae [uye tat 


= езу [uya =й, 
Ж 
| adë = | uzax, lu [2н = 10 12е. 
类 似 地 可 证 第 二 式 。1| 

3.2 IL2(R*) 中 的 Fourier 变换 

我 们 已 在 LCR") 中 的 一 个 稠密 子 集 .上 定义 了 一 个 保 
持 范 数 的 Fourier 变换 ， 巾 通常 的 线性 算 子 扩张 的 办 法 即 可 
在 2(R") 上 定义 Fourier 变换 。 

引 理 1.5 在 LCR") 中 是 得 密 的 。 

证 明 实际 上 由 定理 1.10,， СОСЕ") ЕНСЕ") = DP (R") 

ОР, mi СОСЕ"), ЧЕ ТОСКУН, | 

定理 1.17 定义 在 上 的 Fourier 变换 可 扩张 为 L?(R") 
到 LCR*). 上 的 Fourier 变换 ， 且 反 演 公式 、 等 式 (1,26) 和 
Parseval 等 式 仍 成 立 。 

证 明 ХЕ ЧЄ"), MPE LRR E FE, 
存在 икЄ PAE [ик — u |р? сато ->0Ck—ooo).ili.2 EJ Parseval 
等 式 

Па – 211,2 = [иь ш) ^ [2 = [uk ш 120 (k,l), 
共 中 =L2(R*)，2k 是 L?(R") 中 的 Cauchy ЕЛ], HLR") 
的 完备 性 ， 存 在 ас ІСК") 

{@к-и]->0 (k->co). 
101.26) 9 и= uk， 我 们 得 
f Q ках = ао, VDE .7。 
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А Коо 得 

[Гах = f uoaz, ушЄ?, (1.24) 
НЕ НИТ 0 [у  — PE, P E 0, та, 都 满 人 是 上 式 ， 差 
01-0, 涉足 

f (0 一人)Udx =0， Vu€ Z, 
由 在 LC(R") 中 的 稠密 性 即 知 和 -2,=0。 在 (1.28) 中 兮 
V=Vk， 这 里 Uk 在 (Ефто, E ES., АТ ko 
ДАБЫШ (1,26) ҖАЕК u,v ELRO HRN. ЖЇДИГИЕ 
БЕЙ СА АЙЕ ТОЁ ЖК SC OR r, 
(@у^ =й, (1.29) 


其 中 两 次 Fourier 变换 莉 是 在 严 (R 意义 下 取 的 , 立 由 
#(ху=и(-х)ж X, 

ЛӘК") фр Fourier 变换 是 瑞 上 的 . 因 任 给 vEL2(R'")， 
合 u(5)^， 由 反 演 公式 (1.29), 必 有 2=v=v。 上 1 

容易 验证 当 uEL2(R*) 站 (CR*) 时 由 定理 1.17 定义 的 
LACR) hhi Fourier 变换 跟 L! 中 定义 的 是 一 致 的 。 


§4 H'(R') 


4.1 空间 НСК") ВЕ МАПЕ 


从 现在 开始 ， 我 们 基本 上 只 讨论 LO E 的 Sobolev 空 
间 ， 把 WW"…?(9) 记 为 H"(9)， 相 应 范 数 记 为 | 1. H3 
О= В" ELER A ÆR, A ie E if By Fourier X H {E 
H” (RY ру УРЕ ER. 
引 理 1.4 itu, D'uCL(R"), M 
38 


Dw ^ (8) = 11е вар), (1,30) 
又 若 uELI(R")，25° ELR, MAg D°u ТЕТЕ B. iR 
FLR”), 
证 明 由 弱 导 数 定义 ， 对 任意 ?EC5CR") 


{peurar = (-1)'''[ иреуах, (1.31) 


ре, Бок), зен (С) о ü 6 m m. 


《1.3]) 中 的 p 换 为 9: € C2(R*), HiT Коо B, {Е LR") 
E pr AI Ор, FIF o F Рер, (1.31) H PEF JF IR 
эл. H LICR") h Fourier 变换 的 性 质 


f Бах = Греифах = (1) Грерах 
=c Db s [ucopreem т [осете аах 
= се fumen 
х Јосе sees ag ax 


=н аге. 
ТЕ ТРСКУ Е, BROOME B| Em 00 % 2 4 
断言 留 作 习 题 。 | 
iu € 如 "(R9，mm 为 非 负 整数 ， 山 上 述 引 理 
У|в|<т, (D*un) ^ (Z) еа), 
由 Parseval 55 
lula= У) Deul = SD [52108 


1а! <а lalam 
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= Уу asf D eropa, 
lal<m 


lajam 

由 多 项 式 展开 定理 

A+ IED =A +E + 2)" 

my a a 
=. mapa ti,, 
s 

易 得 

D сәо<а+ осу) “°x. 

lal<m ГР 
于 是 
с а + EDA аера +D е, 


(1.32) 
定义 1.9 对 非 负 实数 8 定义 
Нев") = {и ELR |+ 1619 ELR}, 
чі, = hulot = 1A +1 юа, 
cuo) =f G+ 1E taag, 
我 们 提醒 一 下 
чі = ае = зое = (flua) 
由 前 面 的 过 论 知道 ， s ЕЕС, HR 的 定 
义 与 原来 的 定义 一 致 
ЖП 1074] H3CR") = НАСЕ"), у} s>0 我 们 给 出 
定理 1.18 OROT HRO А, 
证 明 MENZE HRO At, q 义 H*CR*) 到 
СРЕ 
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u=T'u=F-CGa+]8[D 20), 
其 中 F-1 表示 Fourier А. ñi HH*(R") 范 数 的 定 
义 和 了 Parseval R, Æ 
їч], = [Ти]. . 
T* PRR RAT, EET ICZ, ТУСУ, 给 定 
uEH"(R")， 由 于 在 LICR") 中 稠密 ， 任 给 >>0， 存 在 
vEJ, Ж 17%и -vo<e， 这 时 
[а 7-01, = 17 (u -T= IT'u- | <s, 
其 中 T-'vE .9 在 H*CR") 中 的 稠密 性 得 证 . 再 证 C3(R*) 
在 中 关于 范 数 | |, 稠密 。 由 定 理 1.10， 对 自然 数 m, 
ORDES PAFA In ME KFWA h “更 ? 
稠密 。 1 
定义 1.10 对 s<0， 定 义 H*(R")=(H-*(R"))'. 
定理 1.19 车 s<0，uEH*CR*)， 则 存在 & ， 满 足 
ас + lED ELR, 
对 任意 9 € %í 
Ја =ч ч, ва + 1815020]. аза 
证 明 5150, «ЄН С") = (HRV, HREL 
ES ЕЕРЕЕ LO) =ч Фф), RIE 
ILO = Гафу. = ul а + 19770 
= [ифа + 117o = [шй + 1819792], 
= 11.161.» 
其 中 23(R") 表 示 关 于 权 画 数 p= GQ + EDT [0 L2 i 
рте LIR HI, L n AS РДЕ Ji АЛДЕ 到 ГСВ") 
E, Llazar» [ш]. H LCRO HI SHRM ЖК 
理 ， 存 在 vEL2(R") 使 
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Islas = АНТЫ 
L= [vatad veerica,. 
DAE = (1+ IEI», M 
(1+ |E = Aa +1|8]2 "EL К"), 
同时 
[ас + 12) 2], = ШРЫ 1 азае» <141.. 
另 一 方面 ， 对 任意 ES, H Cauchy-Schwarz RR 
= [Le] = [оға + 12127881 
«озо 101 
= ШЕРЗАД + 1612) [0 = 1012112, 
lubili» = 12а + JED. 
й lu] = [аа + |2) "Io. 1 
定理 中 对 u EH’ СК") (50) Е Уса H АНЕ S. 
为 u 的 Fourier 变换 ， 同 时 看 出 对 任意 实数 s， 范 数 | 上 ©, 有 
HARER. 
4.2 HH'(R") 的 嵌入 定理 
存 2.7 中 我 们 讨论 了 Wo? (O 的 嵌入 性 质 ， 现 对 任意 实 
数 s 和 0Q=R*， RAINEN НСА") ИНА. 
定理 1.20 зет +) АЄ(0,1),тЄ2,, М 
HIGAR}; 
且 对 任意 u € H*(R*)4r 
ID°su@)]—0 (|х| + оо), уає21,|а|<т, 
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证 明 #иЄН'(К*), жй 2 QG + £|” € 
Lx(R*")， 由 反 演 定理 得 
иф) = Оа) насен ag 
= езу. KO + оета өе ag, 
以 下 将 证 明 &ELICR*)， 所 以 在 Г2(В* у SUF h Fourier jt 
变换 与 71CR") 意 义 下 的 Fourier 递 变换 一 致 。 在 积分 号 下 
求 微 商 
рещху = 2а) "Гаа + ED 
x(1+ 1&1)—°/2iielgoetss СТА 
wi |a|<m k, HIES 
Га Трв н | Sit" = НТ, 
( —*/2-, y2dF = —*- 2, 
саре мае |, 1617799 


Лера 
=. [sesar = z š 
其 中 o, A n Е he aR m АО. iega + EDE 
LICR"), RAC + |E ЄС"), ilag? | ELR”), iR 
据 控制 收敛 定理 积分 号 下 求 微 商 是 合理 的 ， 并 且 Реших) 
续 。 由 Riemann-Lebesgue Æ M, D°%u(x)—0 (|x|— oo), 


再 来 考 罕 D“u 的 Hölder 连续 性 。1a| =m， 我 们 有 
De°%u(x + y) – D°u(x) 


25 Сауна [aysan —eiss)de, 
{Deux + y) -Dru яу "аве le"? –1|4 
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š іе 
«аю fag tolei zilar, 


出 Cauchy-Schwarz 不 等 式 


jei”: -1|% 1/2 
[Deut y) -Deu <C lulh |t ep ar) 2. 


我 们 来 证 明 


КО 
IG) = 1(у,п + 2А) = тех -dë 


=С|у|2%,С=С(п,), (1.34) 
设 R 为 В" 中 的 一 个 旋转 ， 则 
гу) = | ее PE 上 
= [пение зар (ит 2R ео 
= лене -11816 0 
Др 1(y) 的 值 在 旋转 下 不 Ж. ША у E pj u н E, i 
e =(1,0,…,0)， 则 
TCD = Te = f jeres аар, 
Жїл = 做 变量 替换 得 | 
га? = ee е еар = исо), 
我 们 来 验证 Ke) 是 有 穷 值 。 由 于 


её _1|2|#|* 22 ОСЕ" 22 (IË -+ оо), 
[ете 2" Оос |22) CI¢|->0), 
#k 00) оо, | 


44 


4.5 及 "(R*) 范 数 的 内 插 


定理 1.21 isi 和 ss 是 两 个 非 负 实数 ,s1<se,9€ (0,1), 
чєн" (В"), W 


lulos,- a-oye, Shuls, 115. 

证 明 
lulos sanon, 

= (Пера + gertaeraz) 

= (ааа sly аага әнар, 
H H6lder 不 等 式 

+ 
ЕТС <(([ ара + НЕ y 


x(([ asia + теа) 2)" 


= даи Мане. 1 

Ж 1.2 设 0<si<ss<ss， 则 对 任意 正 数 se， 存在 
C=C(e) 使 对 任意 uEH'sCR*) 有 

мі, еи, + CO ulas” 

证 明 存在 8€ (0,1) 使 s。=0s1+ (1 一 9)ss, 由 定理 1.21 

1—, 

маі, е = ((®) ы) (riatta). 

由 Young 不 等 式 得 
чі, 00125) — ul, 1 
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4.4 HH'(R") 的 内 在 范 数 


通过 Fourier 变换 卖 达 H* (R") 的 画 数 的 范 数 简洁 明了 ， 
在 推导 嵌 大 、 内 插 等 性 质 时 也 应 侍 容 如 ， 但 对 复合 画 数 的 研 
究 却 话 多 不 便 ， 因 为 计算 复合 画 数 的 Fourier 变 换 没有 可 资 
利用 的 公式 ， 因 而 迫切 需要 一 个 由 商 数 本 身 结 构 表 达 
H*《R") 范 数 的 公式 。 ; 

311.5 s=m+y, mE€EZ,,7YE(0,1)，uEH'(R") 的 


充分 必要 条 件 是 
u€H"(R*), D°%u€H”(R*),V |а| =m, 
# B free С>0 使 
c(i Уу реш) 


各 
<lul,<c(lul2+ У ip 的 ”。G.35) 
а= т 


证 明 PERF D u) ^ ре 18"&|， 由 不 等 式 
а+ [19а + IE? 
аа + EID Sa + [69 

ЯНЫ. НА 

«+ [9+ SA + E12 2 Е" Е)” 
BEE. | 

引 理 1.6 若 sE[0,1]， 则 对 任意 u €H’ (RY) 

lu|;<| 10]%а+121#°)4#<2[ш|;. 1.36) 


证 明 х} 5Є[0,1), ДД Ж 
fG@)= GQ -+x)'=- +x), х20, 


和 


它 的 导数 
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F œ =s +x) sro, х]>0, 


йч S0 Л) Н F E Җ/0)=0, + JE xro В 
IOE, (1.36) 0—1 ЖИН. Е [Еа 
上 i#| 之 1 要 种 情况 立即 得 
1+|£Ë*<2G + JED 
《1.36) 的 第 二 个 不 等 式 得 证 。 | 
引 理 1.7 s€ (0,D,.,u€ L2(R*), WJ 


fiaras igaz = парах 


+С] шо) -uoys аз 
1289 ih Parseval 55643 


falsag = арх, 
4 x-y= x IQ x A x 
г = чоо асори dxdy 


= соо -uc lx) day 


= ате аса -upande 


ЖЕСЕ") 表示 把 u(x+y) 一 u(y) 作 为 y 的 画 数 在 LC(R*》 
中 求 范 数 ， 而 变量 x 看 作 参 变量 。 利 用 Parseval 等 式 得 


r= |а рассад -uy OR dx 
= Гетеа AG) ~ Guy) CE geardx 
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= [firere т-а [agar 


= fla fiep els – заха, 
由 (1.34) 得 
ПЕЕ ЫНЫ ЕСА 


a.D, 1 

定理 1.22 #иєН*(К*уз=т+у,тє Z,,y€ (0,1), 
则 存在 常数 C=C(n,s) 使 

couli< >) [іра 


Та:<т 


уу J нен say 


一 29 
2, ШИЕ = 


s<Clul;. 
证 明 这 是 前 面 三 个 引 理 的 性 接 推论 。| 


$5 H’(Q) 


5.1 万"(0) 的 定义 
一 般 痢 是 无 任意 区 域 0 上 求解 偏 微 分 方程 ， . 
要 讨论 Q 上 的 分 数 次 Sobolev 空间 。 受 H (ROWA {ЕЙ 
的 启发 ， 对 任意 区 域 OCR"， 我 们 引进 
定义 1.11 对 实数 $=m+y,mE 了 ,YE 《0,1) ,我 们 定 
义 
H" (Q) = {u € H=(Q)|(D°u(x) - D2u(g))/ |x- y|"? 
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є12(0х 0), үає2*,|а| = т), 
共 中 的 范 数 和 内 积 规定 为 
lu oa = У? ир" [2х 


5 | Э°и(ху- D° n (u) |? 
dd 
u > ЕА 590, 


[х—у[**%??7 


(и) а= У) [| p° (x)D°u(x)dx 


lajam 


De°u(x) - Du D:u(x) - р®и 
+ Dl “u(x) sy G) -DY ахау, 
定理 1.25 对 s>0, 五 (2) 是 可 分 Hilbert 空间 。 

证 明 只 证 五 "(9) 的 完备 性 。 设 及 (0) 中 有 一 Cauchy 
序列 {uk} ,ux 一 usso 一 0 (k,l>00, F ti lur- шо 0. 
由 H"(Q) 的 完备 性 ， 存 在 wuEH"(Q) 满 足 lur 一 ze 一 0 
(Коо), Ха = m 

1<О®шх) — р®и, Су))/ |х — |7277 

= (D°u (х) — Dtu(g))/|x — y| *2*7 „(ох 0 
(Коо), 
IH 1200 x 了 0) 的 完备 性 ， 存 在 uo。《x,y)EL*(Q х Ql: 
[CD ura) - DougCy))/ |x- y|"? vax, hisoxo 0 
(Коо), 
如 有 必要 过 渡 到 子 序 列 ， 可 设 
Deux(x) - Druxr(y)—>D"u(x) — D°u(g) 
(жоо) a.e. 0х0, 


从 而 大 -一 co 时 
(D%uk(x) – Беи, (у))/ {х= y]? 
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—(D°su(x) - О°и(ууу/|х-у|]'“®*” а.е. Q x Q, 
рі К оо 
Сри, х) - Рец, (у))/ |х y| tay) 
а.е. Е Q x Q, 
* 8 
«Рви(х) – Реи(у))/ |х у|"/2*7 = u (z,g), 
Ф Коо, |а| =m + 
1 Ои, (х) ~ рец, (у))/ |x- y| "727 
= (Ових) – Реи(у)) /|х — y| "27 | зохау 0. 
这 就 证 明了 |ux - ulsa 0 (k>), Am НСО) Ж. TA 
性 的 证 明 留 作 习 题 。 
定义 1.12 对 s 二 0 定义 
Hi(0) 
= {u€ H*(Q)| зи. ЄС00) ,ur - ui lsu—>0 (k>2)}, 
H= (Q) = (HiV. 
由 定理 1.18，H3CR")= НИС"), и ОЕА" uj, HEO) 
У H’ СО) т 
5.2 H (DHT EMEH 
3E381.24 зо}, G" (9) Q H* (ау 在 HO hM 
#. 
证 明 ЯЪНЕ s€ (0,1) 的 情 ЈИ. iuc H'O), и 
的 光滑 化 
Јам) "| uco (° )ay, 
共 中 p 为 光滑 于 。 已 知 对 任意 区 域 U ССО, 
Ieu- ио, о, 一 0 (є-—>0). 
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ЕТ 
= (||, асое) 


Е (Í. А |. 9 C ш 
其 中 


ACx,y) = Q ,u(x) - Tuy)) ~ (ибх) - uy)), 
B(z) = [ибх — 22) — u(y- £z) — (u (x) — ч(у)) ]е (а). 
由 Minkowski 不 等 式 
г<[_([„]„Се,›Ә1х-э1-°°°°ахду)'^рбауа», 
С‹х,у,=у = |(u(x— sz) -u(y – 62)) – (u(x) —ибу)у)у|®, 


HECU) - Су) /|х - yl"? ELO х Оу, 1200 0) 
中 平移 连续 性 


1⁄2 


{Сиб еж) -u —z)) : zao) -u(y))|? ты 
Í | [х—у|** 9290-00 
(+0) 
3e-F|z]<1—#k. А [一 0 (e0). 然后 I 复 定理 1.7 的 证 


明 即 可 。 | 

定理 1.25 ОСА" 是 有 界 区 R, ӘОЄС"*!,$=т+у, 
m€Z,,y€ (0,1), BJ C" (GJE H (O т, 

证 明 ” 仿 定 理 1.8 的 证 明 。1 

定理 1.26 在 定理 1.25 的 条 件 下 ,存在 НСО) НК") 
的 有 界 延 拓 算 子 。 

证 明 ”基本 重复 定理 1.9 的 汪 明 。 利 用 单位 分 解 和 变量 
替换 ， 并 注意 到 跟 光 滑 画 数 做 乘积 和 进行 光滑 的 变量 蔡 换 ， 
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H°* 中 的 画 数 仍 变 成 Н” 中 的 夯 数 ， 利 用 Сез 逼近， 问题 归 
结 为 延 拓 vE H (BHY NCICB, 仍 用 延 拓 公式 (1.19)， 
只 需 做 估计 


Ела) 


рео N енер, -y 
= 1⁄2 
= а аты А А шеке -dxdy 
(Í, |, [х —- v|" 27 ) 


SIJ, Peano очен уз 


Ed 
ү РЫП -Ю° s ` 
coff ara) асн. 1 
5з 嵌入 定理 


定理 1.27 ШО АГ ТКЫ, s=m+ +y, mE 


Z,,y€ (0,1) ,3QE С", рд НСО)" СО), 

证 明 MEHM EM, TE E m ET PEZH (Оу, 
H'(R*)),Pu =u,a.e. FO, IB H* (R*)rB fE RUS Ж A 2 38 

Паст» соу Ри ст» сак СРИ," СРЦ. | 
定理 1.28 ШОЛА ЛТ, IQEC, 50, 
OLES, А H (QGH -' (QE йу, АРН" (0) 中 
的 任意 有 界 序列 ик, Е ЗА] ик, За uk. шр, око 
(і-коо) ‚и Ж H* (Q) фа, 

证 明 ш ЄН" СО), и, |, С,К=1,2,--, НАЕ 
PE, ТЕО ЄН СВК"), |0,1, <Cluk| uk = ux, a.e. F Q, 
suppvk 二 Q1,91 是 有 界 区 域 ，H*(R") 为 Hilbert 2 间 ， 其 中 
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f PER СКВО ЕЕ], 00 记 为 Ve， 不 妨 设 
0—0 (k>), RME HR") 0.0 (Коо), 
跟前 面 一 样 ， 记 Ok рок 的 Fourier 变换 ， 问 题 变 为 证 明 


Хк = [а +|#]2D е оС) [592—0 (Коо), 
设 M> 0 为 一 待定 常数 ， 分 解 积分 区 域 


x= | |e) Leds 
lé >u 


+f a OHIE To CD az, 
ISIM 
F 

хита + MD [G + Перо ае 


назму 


141< 


Га) [29 
x 


са+мәте+а MD f 10E at. 


141< 


Ef 520, WE M>0 充 分 大 , (J CG + M?)-'<6/2, 则 有 
о) = | олу- асет dx | 
9, 


<=)" о, Дои и, 
由 于 在 НСК") veo (kK 一 00), 对 每 一 YER",0k(5) 一 0 
《Ko0) ,由 控制 收敛 定理 ， 对 取 定 的 M， 


G+ MD) ТоС а-о koo), 


“< 
这 就 证 明了 Хк->0 (k>). | 
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5.4 WRA 


定理 1.29 1#0<з,<5,,О0& R" 中 的 有 界 区 域 ，39eE 
Сео ДЕ С =С(п,з,,5,,0,Оу{# 

lulos, ta-o ,0 <Clu Пе luli’, vse H: (0), 

证 明 РН": Не. СКЕ Т, BP xt 
1ЕЁҖ0<з<5,, 它 亦 是 延 拓 算 子 ， 由 五"(R") 的 范 数 内 插 不 
等 式 


lulos ta-o, 0 [Pula aos, 
Ри] „Ри еа" 
(Сүн, ,„)* СС...) 
= Сш o lulz. l 

5.5 Poincaré 不 等 式 

定义 1.15 对 uEH"(Q) ,定义 牛 范 数 


ч =( У Dull.) 
ulsa=( X 10и.) 
显然 


(5190). 


在 H (QS ТР, Пи 5а 等 价 ， 此 BB Poincaré 不 等 
式 的 内 容 。 

定理 1.30 ШОМА" 的 有 界 区域 ， 则 存在 常数 C = 
Cln,m,9) 使 


luln<Cluln. 
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证 明 Zucc, Au ОЛ О 值 , 则 ЄСВ"), 
设 
О = (G ,x,)|a<x,<a+b), 
由 Newton-Leibniz 公式 得 
u(x’ ,xn) T D,u(x” ,t)dt, 


注意 到 Dau(x' OE t€ (a,a + bht 0 , it Cauchy-Schwars 
不 等 式 得 


[u x) s= |” Dau sD fat, 
对 x, 积分 得 


[5 lucx’ ,xn) | dxa aj” Jula’ ‚х„) [ахь 


си |7 (Dnuc p sas, 


再 对 x/ 积分 得 
fi их) Гаа [| Daulx) |2dx, 
КЖ 
їй <и, 
对 Diu 应 用 此 式 得 


Ший Sb |Ciuli, 
对 i 求 和 得 
Е 
由 归纳 法 知 存在 一 个 常数 r 使 


<и}, 
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аСт ш. 
iulm (Èl в)  <cluls. 


由 逼近 推理 ， 此 式 对 任意 ue НСО) ВЗ, | 
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本 节 讨 论 对 仿 微 分 方程 至 关 重要 的 迹 的 概念 ， 这 是 Q E 
连续 画 数 在 32 上 取 值 的 通常 概念 的 推广 。 为 此 先 定义 区 域 
О 的 边界 32 上 的 Sobolev 空间 的 概念 ， 接 着 在 =R! 这 一 
典型 情形 过 论 涉 应 届 的 宏 间 ， 最 后 推广 到 一 般 区 域 

6.1 空间 H’(30) 

定义 1,14 设 s 二 0， 有 和 界 区 域 的 边界 3QEC" 1， 取 
Ж д0 的 一 个 开 禾 盖 {011i=1,…,N}, 变换 {p11i=1,.…,N}， 
#(О) = В = B0), Ф000) = В", 0900) =Z, ‚фу! Є 
Ct"+1， 取 定 一 个 从 届 于 {0i|1=1,… ,NN} 的 单 你 分 解 {Qili= 
1,… ,NN}。 设 4 是 任 一 定义 在 3Q р В Ж, Л (оци) ° рр 
在 2 外 取 才 值 ， 若 这 样 得 到 的 函数 (aiu) o p7! € H*(Ri-1), 
#=1, е ,М, иЄ H* OQ) ,并 定义 它 的 范 数 为 


N 
ETEDH COKI HTT 


iert 
为 验证 定义 的 合理 性 ， 先 来 建立 几 个 引 理 。 
351781.8 ії Є (v,1),Q 是 有 界 区 域 ,9 С С0,зиррис 
0',uEH'(R"), 则 存在 常数 C 使 
(Сиба) ш Си) | /lx yit о, а" 
<C (чо, + | Cuc) —u (g) | —y|" 2 looa). 


56 


证 明 只 需 验证 
人 .pep чоо Л -vit ttdždy<C] |ш|гах, 
(oxo)? ° 


Шин (Ох О) Ох Q fE R*x R" 中 的 补 集 R*xR*-Qx0. 
注意 到 

(9x) =(0°х0°у\)(Ох0°у\}(0°х 9), 
t arxa ЖАЛ PR, < 


| [пасо асю а ydray 
JoJo 


-Í f АТОЛЛ 
оЈо 
=Í loef š |x- y| "2. dxdy 
a ° 
<[ КОШ [х-у|7"°7°'4хду 
‚7° Iz-v|>4 
1 
=% zil, lucy) dy, 


其 中 4 = dist(9' ,39)。 类 似 地 估计 2"x O 上 的 积分 。 | 
引 理 1.9 若 a€C3(R"), uEH'(R"), sE (0,1)， 则 
auc H*(R"), 
证 明 只 需 估计 下 列 积分 


f f {оною сано! ахду 
в" БЕЛЫ 


Logos luc) -uw 
<f, $ ey ddy 


+f.. Í. Feo apa ОЛЫ аў 


Ге уи 2" 
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luce) -u (g) і? 
Е u dxay 


g Даб) ау) |? 
efa |. asas, 


其 中 
| lac) -aD |? ау =Í lacy +z) 一 асу) | а. 
в" а 


[x-y + [2[**?* 


„|8904 асо [а 
а 


“а 


+| {абу +2) oC), 
1s1>1 


се 
=1 + 
dz 2 一 
L max| Da]? | [zi z; = @amax|Da|*(@2 — 28) k 
R. sl<l i в" 
Iy ‘2maxlal| [| = max jalon С), 
R’ lsi>1 в" 


асди б) аи) axad 
网 


为 证 明定 义 1.14 的 合理 性 ， 我 们 必须 验 ;iE; 

D 设 另 有 一 组 覆盖 {0417 =1，，N'} ,变换 {o17=1， 
…,N/} 和 相应 单位 分 agli =L, N}, Саи) o p7? E 
H*(R*-1y,i=1,= ,NS (аби) o 9 EH СЕ"), j=1, 
,NN' 同 时 成 立 或 不 成 立 。 

2) Culso<Clul ,sos<Clullso， 共 中 
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网 
luisa = > Ї(аўи) о 5112,1, 
ј-1 


Сач жэс, 
我 们 分 三 和 情形 验证 。 
D s 为 非 负 整数 . 


N 
1) 的 验证 。 由 于 > ах) =1,xE3Q0, 我 们 有 
i.t 
(аўи o ф571) (07) = а (ру Yy DDU) 
N 


= > oy ))а gyiy Du) 
#=1 


= 2, (aaju) o pj). 
i=l 
注意 到 
єзирро; N зиррау) 120< (0,20) П (05 20) = Г, Г, 
《 见 图 62， 取 区 域 


ПРИ 

-e f- -- vuppa; 
v | 
pe O; 


аце ФАГ) СХ, o$ = фу) Г) СЕ, 
ВЕН 0571 о pi 把 о, 变换 为 cy , 作 变 量 替换 
/'=@;°@{!(ў'), 
则 有 
(ajagu) • (P4) ) = (ази) ру! ӯ’), 
it (аи) РА Ф! EHR"), HF а; $ фт) ЄСВ" 1) 
EE LIA ау o7 (g) =0)， 故 乘积 (ai274) o o7 
€H*(R*-1), h H° 在 变量 替换 下 的 T E PE ayu) ° 
@2€H°*(R*-1), 
N 
(ази) ° (94) = У) Giasu) o фу € H* (R*-1), 
iel 
同 理 可 由 Caju) o (р) EH" СВ") HE gn Cau) epp € 
H'(R"-)), 
2) 的 验证 。 


ulao < (X) С®йшауи + ера 
4-1 


<о(ў Ў) louo o И)” 


j=1 (е1 
х и 12 
<cvm (2; 1а) ° 1) 
i.n 
=C uls,a0. 
册 理 上 alsosClul ao。 
ii) sE(0,1)。 
DARIE, 显然 (ciayu)。984 一 EL2(R :7 ， 合 aiaqu。9 
= 913, 51881,8, 
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Í Í пех – 9:36) |° ахау 
к*-1 Jea 


Таури 1+28 


(x) — 90300) |? 
«о (пеше +, |. PEIR аза, ). 


作 变 量 蔡 换 ду = Фу о руі, хешу), у= щу), ШЖ 
fa fe duw и с) — д1 СУ) |? dy 


[х= |х-у[*—! EZT 


8) - 
ТО Н оча 


-| Í 1щаўи o фу) – шаи o рус) |? 
[215-12 
《一 ё |°" 1+ 
x |#u = шу) | 


H +T J (ui) A Н. 


o t-t _ рату) иту) 
|а s| s SM, 


И? lagaz, 


故 


一 2 
Б, "ангы, 


у 


ka 
ш Fau og! ЄН"), H B| 881.9, ajau ogy € 
Нев"), 
由 变量 替换 保持 Нез HERA 
. Gaju og EH (R), i=1,,N, J=1, N, 


<c| | [ишн зер ы maaju • ру! Wl? agag 
°; Л ш 
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x" i RA 
aju o gy EHR"), 
FERIE k ЇР ЗЫН iHlulsaoKClulsao. 1 EEUN sao 
Clul',,a0. 
iii) S=m+y,m€Z,,y€ (0,11), 2 r 1), DIMAN. 


6.2 Н"СЕ') 35 


Ж#1.51 设 uEC5(R"),you=ulx’,0), 则 存在 C= 
С(п,т) fti 


ivot „лови <C lu] „яя 


证 明 іа ч=и(х”,х,) 关于 x' = Ca, Xn) 的 
Fourier 变换 为 0 (£ xn) , WJ 


= d 
Гаа о |а о а, 
- d UMSS 
= - [а a рах, 
= (осо) ур 
gl: dx, sn эд. 
HAG хо 07 о) ах, 
= у а Же ИРАН 
= -2Re | (аас) даа, 
Гаа = |... GIE оте E ,0) ари 
в 
= -2Re |, a+ gD 
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aq хова a rA, 


对 关于 x, 的 积分 用 Cauchy-Schwarz 不 等 式 

H a т— 1/. 4 7 

бааа a+ 165 | ас, |. a 
хра", в а a. 

用 Parseval 等 式 

| 2 < JE? |2)=—1⁄2 4. , Мз 

Еше] аж azeno) 
xag,- DN Nr æ SE’, 


其 中 14, 表示 关于 x, 的 ROAR, Оа) ЕЛЕ Й xn 


2 (к, 
LZ (R) 


的 Fourier 75 于 变量 x, 用 Parseval 等 式 得 
f, Fa FIN 


унаа] 10 Очар ао 
х Тас. w dë” 


1/2 


(оао ар оа) 


12 


«(анонс ad) 


аја + 19а аё = julas, 
定理 1.32 ENE CICR БҮ 六 


diu 
у = o, ,Ут-1) yju(x/) =ç; 0)， 
і 


可 以 扩张 为 H"CR") П HER) 上 的 有 界线 注 算 


і-0 
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+» 
证 明 ”由 前 一 定理 ， 对 uEC5(R")， 
dju 


Ене В] 
РУЫ Е НЕ 


<c c 
<6 |557 АЕ ШЫР 


j=0,1,--,m- 1, 
又 C3CR") 在 H"(R?) 中 稠密 ( 见 定理 1.10)， 故 Yi 可 扩张 为 
не‹вту 到 如 全 (CR 内 的 有 界线 性 算 子 , HD yu = 
(уои, „Ут Ш) НАСЕ: ;Ha 5-12 Е") 内 的 有 界线 
性 算 子 。 利 下 的 只 是 让 明达 个 线性 算是 史上 的 ， 即 它 的 值 
wenu" 412(R =), СОВ" 9ДЕН") 108" 7) 


中 ж, АШ и: CR- 1) жн зав") 
到 H"(R*) 的 有 界 线性 算 子 R， | Gp dE 


m-l 
TICYCR 2 有 


3-0 
УК (шу, Vm) = Wos Vmi). 
who € ССК"), 
uy (x) = (R04) (x’ ,xn) 


= ua 6069 PA 
х(ї+|Ё/ | 2/24, 
积分 号 下 求 微 商 并 利用 反 演 公式 得 
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а s= 
ade 0) = лут ооу уе” © at, =u), 
现在 来 估计 范 数 
Чер fe iu; А 
2 а = = . 
lola. У | [ус =>] а, 


m-i’? 
m-l to 
5 > f {л 
хаж | |D": dg dx, 
m-l ке 
= , ‚|үзу#-4 
> |. [КИЗ ya +12719 


х(1+|Р/ |2)" е 2015127 2102. аклау ` 


diuj Als’ ) 2 


xE CE’ ,xn) 


т—1 
= , 2 ,|2y=- J 
> |ы YEDPA E Dn 
еа 4012122. dx dë’ 
Ге dx,d£ 


m-l 
=D у „н Она + g de 
*-0 


= о анс". 
利用 延 拓 算 子 把 uy 延 拓 到 R 上 ， 仍 记 之 为 uy， 邻 
а= eee keo, 
J ok 满足 
Уу) ои =u, i=0,1,=,m-1, 


bei 
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mj 0; 满足 


а*ӣ Н z 
Эх G ,0) = бушу” ,0) = дарид", 0). 


m-l 
Weu = Уйу = (00,0, Vm) BB) 


了 -0 
pu = yR Wo. Vm) = Wo, Vmi). 
由 的 构 注 方法 可 知 
m-l 
оо, Vm) Па СО) I|], ias, Í 
im0 
VIRD j КИ, yu 称 为 4 在 32 上 的 1 Ж. Ж 
TR RAWAT, CEART 7 的 右 逆 算 于 。 
6.5 HH"(Q) 的 迹 
定理 1,35 设 有 界 区 域 Q 的 边界 3QEC”"， 则 定义 在 


9 [ йй]! 
CMD) ЬИРЕЙ yu = (u арзон" закс |20) TIIK 


为 H"(9) яне OO) Ей НИЕ г 


Fa 
证 明 由 延 拓 定 理 ， 存 在 Н"(Оу 到 HR Hy 延 拓 算 

子 忆 ,满足 

IPu|,,."<C|u|,, Ü ,C = CG,Q). 
it Pu = ü, їй чес"), Pu €C"(R*) HAT RIEL 
定理 1.9 中 延 拓 的 方法 )。 设 

3QC{Oili=1…,N),9i(COi) = B, 

pCO NIQ =Z, 000,09) = В", ф;,е;' ЄС", 

{aili=1,…,N} 是 相应 的 单位 分 解 ， 在 39 的 一 个 邻 域内 ， 
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N 
У\а=1, ж 
4-1 


N N 
и=иУ\а= уча, ОЕ, 
tej 


i=l 
supp(ua;) • p7 СВ, (uaj) o 97> {Е B #k 26 WG 0 22, 
(ua) о фу EC9(R") ,由 定理 1.32， 对 i=1,2,*…,N， 
ба, • фу! (у ,0) 1. 1л2,в"- <C |a; о фу! РЕН 


«Со, С" lul mo, 


2. 1⁄2 
їз (1ч © 07° lizen") Саа. 
i=l 


IEAA BE dË [109 J Br 3E R HY 
估计 。 为 券 虑 1 至 如 -1 工 阶 
法 向 导数 ， 我们 要 求 ? 把 
diu д). 

api әу =1,°,т-1, 
v 表示 39 某 点 的 内 单 位 法 
人 向量 。 对 任 -一 点 zxoE39, Л 


一 邻 域 0 使 对 任意 x EO 八 0， 
距离 dist(x,2Q[(1O) = ф(х) 
й И 图 7 


х=®+ф(ху>(®), 
BE 0, = 0, (ху ЖЕЕ ЕТЕУ 77] ТЕ BU Pq k $h sr. ПЛ 
У) сов(>(х) ,ek) э. =0, i=0,l,=n- 1, (1,38) 
k=l 


其 中 ek 为 * 轴 的 单位 向 量 ，v《x) 是 点 xE30 处 指向 О 内 部 
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的 单位 法 向 量 。 作 变换 
yi=0(x) ,i=1,°,n—1, yn=0n(x)=9Cx), (1.39) 
出 3QEC" fgn 0,€C"”,r=1, n, 
y=0(x) = (0, (x), ,00х)), 
0,06" ,0(0) = В,0(010) = В*,0(80[0) = Z. 


在 2 上 我 们 有 


ди 
унєс“сй›.($4)* 07 и 6079,01, т 1, 
(1.40) 
实际 上 由 法 向 微 商 公式 和 链 锁 法 则 
= ° 6! = D ено, ek) ° 67), 
ә муш Хх о үхк 
ap 0 = D (am 07 ase 
只 需 证 明 在 2 上 
xk _сов(у ер), ал 


ауһ 


由 于 GOTU =y i=l, ,п 1, Й Уп 求 仿 微 商 


90, Әх, 
2) ЗЭ, , isl, nel, 
4 
90, әх, 
ак = хе, ду, = 28° 
s 
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又 由 方程 (1.38) 
У} аксов(>,ек) =0, i=1,,n-1, 
Bel 
由 于 {94|i=1,… ,n 一 1} 责 数 独立 ， 存 在 和 4=4(x) 使 
zx = дү, = eost, ek), К=1,з,п, (1.42) 
现 计算 4(x) 在 ОПӘО 上 的 值 ， 由 ys = Сх) 
92 Əxk 
È әузу, = 1° 
以 (1.42) 代 入 
4 эр Co0s(7，6k) = 1, 
аз лдын» Te sano: 两 端 对 t 在 t= 0 求 导 数 得 
-a 
> ax), ek) = 1, 


ЖЖ АС) =1， 即 (1.40》 对 7 = 1 成 立 。 类 似 可 证 对 1=2， 
т 1027, 
由 在 Q = R" 情形 下 迹 算 子 的 映 上 性 可 得 


а, arn 
yu = (y o u,e, Ymæl ° u) = (naa) 
的 映 上 性 。 | 


6.4 H?(0) 和 迹 算 子 的 极 


我 们 便 经 提 到 可 以 认为 有 HC0) 中 的 画 数 在 30 Е «Ф 
值 ” 见 定理 1.11)， 现 在 利用 迹 的 概念 ,“ 取 3 值 ” 可 精确 地 
REKETE, HERTA 
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定理 1.34 ШОК R 中 的 有 界 区 域 ，30EC",， M 
ди ə"-luy! 
yu = С иа) РА 


= (0,0, 0}. 


НСО) = Кету = Í: EHm(9) 


“证 明 ”由 于 C;(Q)C Kery, ii Cç (Q) = Нф(Оу,Кегу 为 
ИЖ, НСО) C Кету, ЙЕ}: Кегус НО), НР aQ € 
C" ,可 把 39 ЧО О АВНЕ, Мана 对 0= R: 
的 情形 证 明 。 设 


иЄН"(К*),у=0, 


дй л русу PS 
HI 55167,02 =0,7= 0 ,m1, 


5 


үс кн 4 хЄА* р}; 
й(ху=0, 4 x€R*- В: 时 。 
我 们 哈 证 
{лнн 当 xER? hj; 
рейх) =0, 4 x€ R*- В" 时 。 


ЖАК и ЄС"СЕЗУГН" СЕ), AEW ФЄС СЕ"), BA 


| А (x) "фах 
в 
=Í í u(x)D°çgdx 
R. 


=D” 1, р“ ио ах 


TO 


= се o [Drue oa ae, 
в* 
а а“? 
+ Эх" и(х/ „059-167 0) — 
24 
+a. SaD 27 (x’ ,0)p C(x’,0) 


+(-1)° р“. = t ре" и(х)ф(х)йхь Jax „1,43 


dxa 


Xt u € Kery, Wt up E H" (R1) NC" (RY) „fii 
luk -ulmer 70, 


[узик = уи mj" = [Уик т—34-ут›к^-17*0 (К->оо), 
例如 存 


ye, unlne, t/an"-t 0 (К—оо), 


从 而 (见习 题 23) 


ID” $... uk а-а, -io tam-t m0 (екоо), 


故 至 少 有 
ID” y... үик{о,к*-1->0(К->оо), 


在 (1.43) 中 以 wx Ко, ИГ 


С 
палеа кюне, йс 
Í к u(x)D"ovdx = cnaf А D°ugdx, 
R. в, 


+£ 


这 就 证 明了 
реп = Dsu ELR"), ŭe H"(R*), 
定义 
H (X ,Xn) = HX’ ,xn =n), 
由 Z2(R") 中 平移 连续 性 得 
Më, 一 到 | mas 一 >0 (n—+0O. 
注意 到 suppă, C {x= (x ,x,) ЄК" |x, 2>n) , fE š, 的 光滑 化 


ло = e в, са», 


由 定理 1.1 知 
Iaŭ, – а, |a, a s—>0 (e—0). 


当 e<n/2 时 ， 
suppJ inc [x = (87,0) € R'|x,>1 } 
їй С ЙИК, ГАК 
Е). -J (x) | (поо), 

т.202) ,а, EC5CR*)。 综合 以 上 诸 极 限 即 知 在 在 

чькЄССЕ 1) „Ди, ulm! 0, 
即 u€EH5(RY)。 | 

у Юй 


1, 1йчЄЇ?(а,Ьу, и EL?《a,b)，p 之 1， 证 明 u 在 任 
意 有 穷 闭 区 间 [c,4]CCa,b) 上 绝对 连续 。 
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2. ЄВ"), р>1, 证 明 对 a.e.x’ € R", 
а= (унхо), РО, о) СЕТЕ nif C ,xn)) 在 R! 上 
局 部 绝对 连续 。 
3. Ё ЧЄИ! А"), Du=0, Ши=С, a.e. R", 
4. 设 u,vEC"(Q)， 则 有 Leibniz 公式 
a = а\рвцра-2. 
D “ә = (8) ир"? 


其 中 

а= (а, ,а„)Є 71, В8=(Д\,+=,8„)Є 21, 
B<a@B Su, i=l,=,n, a—B= (a -pi an- Ba). 
ЧЄ Ит (A), vEC™CA), Leibniz 公式 仍 成 立 。 

5. #u€W"”(0), a€C"(Q), O 为 有 界 区 域 ， M 
aue W™? (Q), 

6. ЖЄ" СО) ПИО), WJ иЄ) U 
Q. 

7. # f ШЕ Lipschitz 26 fF, BJ 

ла) - аә 1< tl, Vit € R, 

иЄ МО), Си) Є И" О), Н 


әј (u) j ди 
зу FI 6) Эх, 


ЖН ОМ, си) ач =0, 

8, жиє И" (0,),0: 0,+0,, 6 = (01,% On), OE 
Се), ECD), Мч бє СО), HETER M 
С=С(0,п,т,0,) & 


lu o Ol mpo SClu], po 
n 


9. #u€W "R, a- =AEC0,1), METER M 
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C=CCn,m,p) 使 
а ðu 
luc) -uG)|/|x -yl <C) ЕЯ! 
i.l 


МАГЫЙ 


1 


10, жет"), += 20, ЧЄ (йу, 


11。fEL?(0,27) ,证 明 fEH?*(0,27) 的 充分 必 变 条 件 是 


Darm)rlenl<+o (>0), 


其 中 cm 是 了 的 Fourier 系数 


1 2л 
=—=| e" f(0)a0, 
хо 


12, Т®=(0,2х)”, u€ H* (TARRA ТЕА 
У) (а+[в|#%)'|с„|#<\ +, 2={++,-2,-1,0,1,2,+=}, 
sez” 


1 -ios 
oo 


13, 0={(х,у) |х>0,у2>0), i& HE £ Æ H"(Q) 到 
НЕТЕТ. 
14, QCR", QARK, IQEC”, HEW 
HGO) = {u E€ H"(Q) | u fE Q УХЕ 拓 ñ € 
H"(R")}, 
15, UEH’ (RY ССК"), Е BH уш(х/ у =u(x',0) 满 
E 


[ун], Сч. (2). 


16. u€ H*(0) ПС"), s>, yu =u|,o, WEH 


74 


irul ,а„әо «СЧ. о. 
17, uça) =el, ПЕВ ЧЄ Не СВ), s<1+ 5, Bu 
EHR"), 
18, 4 H*CCt*(R") = {u€ СВ") |D°u {р R" УН, 
Vla|<k), M s2>k+ 2. 
19, 车 uEH1(9), Wlu€ H*(Q0), s€ (0,1). : 
20. 3#u€ L2C(R"), фчає1ізсВ"), MM 32 Ж D*u€ 
L2(R*) 存 在 。 
21. ШЕЯ H'O (5220). 
22. Ож R" 中 有 界 区 域 ，3QEC=， 证 明 


H'(QOCL'(Q, =, <<, 


23, u€ H"(R:), HEB 
D°yju=y;D°u, |а| +;<m, 
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ж-е ”椭圆 型 方程 


在 第 一 章 从 薄膜 平衡 问题 出 发 ， 我 们 给 出 了 方程 的 变 分 
形式 ， 指 出 了 在 Sobolev 空间 中 讨论 了 弱 解 的 必要 性 ， HI 
究 了 这 种 空间 的 种 种 性 质 。 本 章 中 ， 我 们 在 Sobolev 空 间 中 
讨论 一 般 椭圆 型 方程 的 弱 解 ， 即 将 看 到 ， 弱 解 的 存在 性 本 质 
上 就 是 Hilbert 空间 上 有 界线 性 泛 丁 的 Riesz 表示 定理 的 具体 
应 用 。 弱 解 的 正则 性 是 本 章 重点 ， 它 沟通 了 弱 解 和 古典 解 ， 
同时 也 是 研究 抛物 型 、 双 曲 型 方程 的 基础 之 一 。 


$1 Lax-Milgram 定 理 


给 定 一 个 复 Hilbert 空 间 互 ,其 内 积 和 范 数 分 别 用 ( ， > 
和 | | # ж, AH 记 互 上 的 所 有 有 界 共 斩 线 性 泛 丁 组 成 的 
人 空间。 所谓/ 了 ЖЕН БАВЕ р, {НЕЛЕ НС 的 映 
А I 
(суи, + сзи,) = с, (ш) + Tf Cua), Vu,u,€H,o,e,€ С, 
Ж о 表示 。 З, ША f Eki EEA y 
要 条 件 是 了 是 线性 泛 画 。 若 fEH’,vEH， W| Goie 
о), HRA f 和 v 的 对 偶 积 。 

定理 2.1(Lax-Milgram) ” 设 a(u,v) 是 有 HxH>C 上 的 
ZH, ERA 

C1) ҖЕ ФИ}, HJ 


а(сүиү + суш, ‚йу =C,a (u,v) + с,а(и,,ь), 
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Vu,,u,, b€ H,C,,C,,€ C, (2.1) 


аби, CV, + xu) =T; (U,V) + Tau ,V3), 


Vu, u, € H,c,,e,€ С; 
(2) 有 界 性 ， 即 存在 常数 MM 使 
{а(и,оу|<М{и][б|, Vu, € H; (2,2) 
(3) RHE, MERDO, {# 
[аби,0) |22610], vveH, . (2.3) 
则 对 任意 SEH, #IEME—BJ u€ H, fE 
alu, p) =(f,v), ушєЄН, (2,4) 
且 有 估计 
Па 71. (2.5) 


证 明 [Ж u€ H, њаби, х о Wa th 
性 (1)， 了 映射 aClu,，):v->a(u,v) 是 日 上 的 共 罗 线性 泛 画 ， 
HAREC), alu, )ÆH ERARI MREZA, E 
lal си, «Ма, 2.6) 
由 Hilbert ж |3J 2 Ж SLR PEZ РЫ Н) Riesz 表示 定理 可 知 ， 存 
在 唯一 的 Au€ H, WE 
a(u,v) = (Au,v), YvEH, (2.7) 
且 有 
ТАЦІ = [аси, ha <MIul, (2.8) 
及 是 日 到 自身 的 线性 算 子 ， 实 际 上 ， 由 4 的 定义 
а(и, ,0) = (Ац ,0),а(и,,0) = (Auz, v), VVEH, 
H a(4,v) 对 第 一 个 变量 的 线性 ， 对 任意 复数 c, 和 c, 
a(G,u,+,u,,u) = сџа(ц,,0) + Ca (us ,u) 
=e (Au;,,u) + e,(Au, ,u) 
=(G Au, + с,Аи,,/), V v€ H, 
出 和 4 的 定义 知 
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ACCU, + Cous) =C, Au, + oy Au,, 
于 是 AE Z#CGH), WB (Н) {рК H | Ë HHD AA RERE 
算 子 按 算 子 范 数组 成 的 Banach 空间 。 由 (2.8) 本 知 


ПАМ. (2.9) 
根据 a(u,v) 的 强制 性 ( 3) 我 们 有 
BAu||u[>]CAu,u)| =laCGu,uy12> lul2, 
故 得 
lAul|>ëJuj. (2.10) 
ШЖ изо, Aug0, ВТА 


АА-А, АВИ КСА) = AH E: H ñ Ë 
间 。 实际 上 ， 设 Au,—=u, [11(2,10), 
lun -umi SE] Aun – Аи, |—>0 (п,т->со), 
ШН ААИ ЄН, и-и (n>00)。 由 (1.8) 
[Аи = Ац] = Аси, - i) |< Mlu, -u|—0 (поо) 
由 极限 降 一 性 得 Au =u, Bl "ER(4)。 我 们 断言 4 是 满 射 ， 
ВЕСА) = Н, REN, КСА) ЖН Н], WEZH 
解 定 理 存 在 ! 专 0 湛 足 
А (Au,r) =0, Vu€ H, 
特别 取 u =v， 由 强制 性 
0= (Av,v) 28012, 
Hjku=0 , F. ik AH = R(A) = Н.А bt 是 单 射 又 是 小 
Sis EURF AT Zeti, АЗЄ. (日 )， 由 (2,10) 得 


ТАТ у", (2.11) 
ЖЄН’, үң Riesz ЗЯ, ЕТЕНЕ JIE Hp 
(f) = ЈР,0, vvEH, (1,12) 
Н 17 = 171. НЕ ЕСА) =H, 存在 uE 开 使 
Аи =]Ј}, 
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a(u,u) = (Au,v) = Jf ,u) = (f ,v), 
ша. DRY, HE 
lul =} АЛА =. 1 


i 这 正 是 
:定理 断言 的 内 积 ( ，) 的 性 质 ， 基 在 表示 有 界线 性 
ELF, аби, oNu, v) KEJE -FER = a(4,v) 
HE tE 


Wa 
a(u,v) =a(v,u) 

it, iau, DAH EHR, HEV au, u) BR 

и = =y (u, т, Lax-Mi igran irt . Riesz 表示 

š 给 出 Riesz 表示 定 

上 的 极 什 问题 ， 


f ан 
BEDA SE J P: WJ a 
定理 2.2 аби, o) k Нена H ERRUR, wF 
称 、 强 制 双 红 性 型 ， 则 对 于 任意 SEH, (FirH;— ЄН 
游 足 
alu,v)=(f,v), ушЄН, 
FEIL u 是 下 列 变 分 问题 的 解 


I(u) = тіп I (v) = тіп (+ a(u,v) ~ (f ,u) ). (2,13) 
veH тєн \e 


证 明 Ши, 是 极 小 序列 ， 即 
I(u,)—I =inf I(o), 
тєн 
由 于 强制 性 
6 
TCD = афу) С, +e] A 


6 6 
>00" -(T eE + 1") = -A1 


其 中 和 站 = Ile ， 故 L 为 实数 。 由 于 abu,v) 是 对 称 双 线 性 
型 ， 故 平行 四 边 形 等 式 成 立 ， 
аби, — tn, tin — um) 


= 2(а(и„,и„) + al(Um, Um)) -alUn + us Uus + Um) 


=2(a(us,ua) + а(и„,ц„))-4а (=, =") 


= 4(1‹и„) + 1и) + (Cf,un) + (f ,um)) 
A 
=4CTCun) + 1Gu,,)) 一 ar (aye ) 


SACU Cun) + I(Gu,)) - 81, (2,14) 


0<limalun - и„,и„ -Um)<lima (up Um, un — un) <0, 


于 是 有 


таби, -um ,un чь) =0, 
从 而 由 强制 性 


lun —u "<+ а(и„-иҗ,и„-и„)-»0,. 


ШН, rir ue€H {k 
| lu,-u|—>0 (n>), 
HIORT H уй ЖС БЕРЕ 
1(и„)->1(и) = To。 
为 了 得 到 方程 (1.4)， 考 虑 数值 西数 
(=I1Cu+tv), 
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其 中 r€ HERMIE. р 在 t=0 取 最 小 值 1 (u) a Férmat8 [88 
g’ (0) =а(и,0) —(f,v)=0. | 
Е Инт KCH LEEA 
14и) = minl w), 


沿用 上 述 定理 的 证 明 ， 由 un,umE 天 和 天 的 西 性 知 
unt um)/2EK, 
同样 得 (2.14) 式 和 un 的 收敛 性 。 由 KK 的 闭 性 知 极限 4E 帮 ， 
ФЕН. 1(4) 是 1(v) 在 K 上 的 最 小 值 。 对 任意 vEK 5 8 ВЕ 
Ж 
gG) = 1Іи+ (о -и)) = 1С - иж), t€[0,1), 
o 在 [0,1j 的 左 端 点 t=0 取得 最 小 值 ， 于 是 
g’ (0)2>0, 
即 
u€ K, a(u,p-u)>(f,v-u), VuEK, (2,15 

这 样 我 们 就 证 明了 下 列 
定理 的 存在 性 部 分 。 f 

定理 2.5 (Lions- 
Stampacchia) | KÆ 
Hilberts [8] H рз йу H] 
mik, au, E&H Ей 
实 有 界 、 对 称 、 强 制 双 
线性 型 ，f 是 日 上 的 有 6 t 
界线 性 泛 画 ， 则 存在 唯 А 
一 的 4 满足 (2.15)。 

证 明 ”只 留 下 证 明 叭 一 性 。 设 ui 和 us* 是 两 个 解 , 我 们 有 

aCu,,u, — U1)f ,us — 4), 
a(u,,u-u,)2(f.ui-u,), 
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两 式 相 加 

—a(u, —us,u, -и,) 20, 
由 强制 性 

ôu, -и,|2<а(би, —и,,и, —u,) <0, 

故 

lui-u,|=0,u =u, | 

关系 式 (2.15) 称 为 变 分 不 等 方程 。 当 aCu ,0) 不 满足 对 称 

条 件 时 ，Lions-Stampacchia 定理 也 成 立 ， 这 就 推广 了 Lax- 
Milgram 定理 。 对 变 分 不 等 方程 有 兴趣 的 读者 可 参看 书 末 附 
的 有 关 文 献 。 


§ 2 二 阶 椭圆 型 方程 的 Dirichlet 问 题 


在 前 季 Lax-Milgram 定 理 中 取 互 为 有 界 区 域 0CR" 上 的 
Sobolev 空间 HCQ)， 在 下 (9) 上 引进 共 斩 双 线性 型 


ðu Әб _ди_ эй Маг 
a(u,u)= „(а эх, аху +b; эх D+ cu P 


(2.16) 
共 中 系数 
ац,,сЄ1"(0), i j=l pun, (2.17) 
设 
[аці Сх) |, 10:0) |, [6600 1<М, а,е,хЄ0,1,ј=1, "п, 
则 
|: ди д> | 
latu, ЕК > 7-1 | дх{ | ах; , 
j |. 2] АМН lei )dx 
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<W fulle, 
其 中 b= lulo 等 等 。 由 此 可 知 aCu,2) tiA. Lax- 
l e ом 
定理 2.4 У НСО) ТРУ, НОСУ, 
КТҮҮ ТО) ОРЕ, ЗЕТЕ ô 使 


law, 2281012, vveV, (2.18) 
则 对 任意 ЛЄР”, Ж: ue V Wa 
аи, е =f), VvEV. (2.19) 


我 们 面临 着 两 个 任务 ， 第 一 ， 解 释 变 分 方程 (2.19)， 说 
ШЕЕ НЫ ое в 第 二 ， 条 件 (2.18) 
д “4: 硬 ”的 ， 用 系数 满足 的 条 件 

ХАА. ч 满 是 变 分 方 
数 及 f,u 充分 光滑 ， 进 行 分 部 积分 得 


9 ðu ди ы 
ке ox [° LE )+ bi Эх +си)осх = j. fodx, 
УхЄС(0), 


02.19), #Ж 


+ 
= 


9 ди 
Lu = 一 ЭХ) (а 5 Эх, а )+а Эх, +cu=f, (2.20) 


HANAK ue VC H1(Q), HER 1.124, 
Lu € H-1(Q), 
ИП 
feV’, НСО) СУ, У/сН-—\(0) 

知 FEH (92)，(2.19) 式 恰好 表明 (2.20) 1:5 H-0) 中 的 

等 式 成 立 . 反之 ,由 (2.20) 在 H71(0) 中 成 立 , 仅 能 扒 知 (2.19》 

Xf VEHO) 成 立 ， 为 使 (2.19) 对 所 有 vEV 成 立 ，u4 还 应 

满足 一 定 的 边 条件 ， 关 于 一 般 边 条 件 的 意义 留待 下 节 考 虑 。 
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不 过 若 了 就 是 НСО), u EH3CQ) 本 身 即 表明 4 满足 边 条 件 
alao=0， 自 然 当 39 有 С! 光滑 性 时 ， 这 是 在 HO ЖЕЙУ 
意义 下 理解 的 。 方 程 (2.20) 叫 作 散 度 形 式 的 ， 因 共 主 部 是 向 
量 


ди ди ди 
( Tta xi ’ 7 4 джу’ Tiin 2) 
的 散 度 。- 
再 来 考虑 第 二 个 问题 。 我 们 有 
定理 2.5 设 (2.16) 定 义 的 alu,v) 在 H3(Q0) 上 是 强制 
Bs BIHER u EHO, WERC, M 
la) EESE, VEER", ае xE, (2,21) 


证 明 Жаби, шунх 
u(x) =е(х)е'"Ф, g€Cs%(Q),£€ Rn, 
即 得 
a,m = | або» Рах + OCE, 
又 有 
fa 有 = Песоа + oqe, 
代入 强制 条 件 (2.18)， 除 以 1512， 含 15| -=co 即 得 


[fac loc зах > | oparte. 
° I ° 


(2,22) 
由 C3C0) 在 L*(0) 中 的 稠密 性 ， 用 逼近 推理 易 知 (2,22) 对 任 
BELOJ R. {a 是 单位 球面 上 的 一 个 稠密 
集 ， 对 固定 的 x€ 9， 取 9 为 球 В, (xo) 的 特征 画 数 ， КА 
6.22), ДІВ, (хо) | = B,(xo) 的 体积 ， 我 们 得 
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1 | pe Р 
| вал], ye 82874] >ô, e<dist(xo,30), 
H Lebesgue 定理 ， 存 在 零 测 集 S", О V x € ONS", ж 
ва р, оар) 77а = аус) 169. 
2018, да; 
故 得 不 等 式 
|\а;)6%)$18]|>8, YVxoEQlS"m=1,2。 
# S= US”, IS|=0, 对 xoES 有 
mel 


|а(%)$18]| 78, m=1,2,, 
由 {e")}%-， 在 单位 球面 上 的 稠密 性 ，(2.21) 成 立 。 | 

鉴于 条 件 (2.21) 以 及 类 似 条 件 的 重要 性 ， 我 们 引进 

定义 2.1 若 (2.20) 定 义 的 算 子 工 的 主 系数 aa) 满足 
(2.21) 式 ， 则 称 算 子 工 在 Q 上 是 一 致 酉 圆 的 ， 若 ау 满足 

ReaiyGxz)E £ 2>6|8]2, a.e.xEQ, YEER”, (2,23) 
6 是 正常 数 ， 则 称 工 在 0 上 是 一 致 强 椭 回 的 ， 若 ау 满足 

азо) >se, а,е,хЄ0, YEER”, (2,24) 
则 称 工 在 0 上 是 一 致 严格 椭 贺 的 。 

RMA EHNE a Cu v) K B fl E A E AA Z i BE 
Ж ИНЕ, EKER. ТЕ ЕНИ 
PATER Я ТРЕ, Máni 

定理 2.6 设 (atj(x))?,j-: 是 一 致 正定 Hermit Н, Др 


аб) =a), {,}=1,+=,п, 
ay (x) E>], хєО,РЄК", 
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a EL"), с(х) fE ОЯТ с, СЄЗ (О), b==0, 

i=1, n, ЙЕН (2,16) Ж X BJ Juga Еа (u ,u) EH (O) 

上 强制 ， 从 而 对 任意 1EH7T1C0)， 六 次 Dirichlet ii {ИШ 
u€Hi(Q),Lu = f-,H-'(Q) iB 

有 唯一 解 ， 且 存在 与 f 无 关 的 常数 C 使 


luli <CIfi. 
证 明 HEREZ u € H; (9), 
ди 2 ди ðu 


у sa a (ys >ö 2 
aij (x) эх ёх) = aij (х) Зу Әх; ёри] 


(у + (aa) 


aCu,u) -| (es Бы sl peun Jax >| l Duld, 
出 Poincaré 不 等 式 存在 常数 5610 使 
я унєнүсду, 
a(u,u)2>266,|u|;, vuEH Q). 


又 对 任意 实 向 县， 
а = ti = At ti = Ak tj 


йау 是 实数 ， 从 面 4,v ERR SIP alu, o) 9:9, AE 
AEE Zu, v EH3(0)， 


av 
alu, v) = „(аз әх ах; эх + °ч” )Чх 
šJ (аһ Кд ы + cav)dx 

o ах; дх; 
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əv Әй <: 
=f (ei Эх эх} + суп)ах 
=a(v,u), 
u mo ARAE 
a(u,v) =a(v,u), 
对 任意 实 画 数 u,vEH3(0)， 
a(u+iu,u+io) =a(u,u)+ia(u,u) -ia(u,!) + а(ь‚ь) 
=a(u,u)+a(u,u) 
260, иг + 1010) =60 lu + іо, 
пх ue Hi CO), 
a(u,u)>ôô, lul fy 
Hpa(u,v) fE H; (Q) ЕИО, EMRA ВО 结论 是 
Lax-Milgram 定 理 的 直接 推论 。1] 
定理 2.7 设 有 界 区 域 2 的 边界 3920EC'， 由 (2.16) 定 义 
的 共 绒 双 线 性 型 aCu,v) 的 系数 本 性 有 界 , 在 Hi (0) 上 强制 ， 
gE€EH1/2 (әд), 
af 
f=fo+ т 
MI £ eë — й u € H'O) а. 
Lu=f, H-' (Qy 


fosfis fna ELCO), (2,25) 


(2,26) 
Уи = g, 


证 明 НИЕТТЕ g EHV OHIE o EHO) 满 
是 унш = 9, WH y RRA 32 ERREP, 含 & =to+tby 
则 шо 应 满足 
uo €Hiy(Qy,a(u v) = (f,0) -alw,v) =} (о), 
ve€e n; (Q. (2.27) 
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由 Lax-Milgram 定 理 存在 u € НУ(О) E (2,27), Ши =u, + 
ww 满足 (2.26)。 | 


$3 二 阶 椭圆 型 方程 的 其 它 边 值 问题 
3.1 空间 局 (9) 和 CO) 的 迹 
在 转向 其 它 边 值 问题 时 ， 首 要 的 问题 是 如 何在 变 分 方 各 
(2.19) PEM- = 9(39 上 ) 这 种 Neumann 条 件 。 我 们 先 做 
一 形式 地 推演 。 设 we Cx(O) ПС! CO) 满足 Poisson 方程 和 


Neumann 边 条 件 
-4u= f, Ору, 
ди 
Ж FE PN йй ЖЕР, ЧЖК "EC!(5)， 由 Green 公式 
Í, Du» Dvdx =Í, fvdx+ J: хаг, 
当 仅 知 4 属于 HOH, 95. 无 意义 ， 不 过 我 们 可 以 取 ge 
(H1⁄:2@Q))', Mi gEH-200), aaf, guvdT 代 AFHR 
积 (g,v) = (9,700) н-1/° aoa 1/2 (эру, H u EHO Е 
Í Ри, Dvdx =Í ойх + (9,700) 
° ° 
М, HARAI = 9(30 上 )。 能 否 以 合理 的 方式 定义 


SE, (ki Green 公式 成 立 ， 并 且 对 光滑 画 数 新 老 定 义 一 到 
WE? E FELO), IQEC 的 情形 这 是 可 以 做 到 的 。 首 先 引 
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Ж 
定义 2.2 在 空间 
но) = (а Є12(0) | Au = > єг } 

及 H)(Q) = (u € H! (Q) | Au € LP (Q)) 
上 规定 范 数 

also = luta = (ulio +ЇЛи е, 

lul? so = lula = lulio + їЛчї ө. 
其 中 3 是 广义 导数 ， 

BRE H"(0) 中 讨论 普通 的 迹 的 手续 一 样 ,首先 过 论 
с") Насо) Ha CO ТЕ, 

定理 2.8 C(O) HACO НСО) Hi Ж. 

证 明 ”由 于 在 乘 以 光滑 画 数 和 进行 光滑 变量 替换 后 算 子 
.人 “变形 颇 大 ”， 通 常 的 局 部 和 展 平 推理 难以 应 用 ， 我 们 采 
用 Hahn~Banach 定 理 进行 推理 ， 并 限于 H3(0) 的 情形 ， 而 把 
五 3(9) 的 情形 留 作 习 题 . 我 们 证 明 若 对 任 一 f EHO 和 
u€C%(@) 有 f(v) =0。 则 f=0。 由 Hahn-Banach 定理 即 知 
CCD) #EH3(Q) 中 稠密 。 易 知 H3(0) 同 构 于 (LC0))? 的 一 
个 财 子 空间 , 由 线性 泛 画 延 拓 定 理 和 (L*(0))* 上 有 界线 性 泛 
画 表 示 定 理 即 知 ( 见 定理 1.12 的 证 明 )， 存 在 h,h € L2 (Q) (Ё 

УЫ! hdx + Í hiAvdx, YDE 万 4(O)。 
° ° 


(2.28) 
Ї#Ж АНЕ РЄС°(б), f) =0。 以 零 值 延 折 ie 和 六 到 О 
外 ， 把 所 得 的 画 数 记 为 ho 和 所 ， 有 ,各 EL(R")， 对 任意 
vwECI(R")， 由 (2.28) 知 
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Í Rovdx + | h Aras = | holoax+ | hiAviodx = 0, 
в А о о 
这 等 价 于 在 广义 画 数 意义 下 
h+ Ah, =0, (2.29) 
ШАЮ = -h € 18"), 或 ( -人 +D 有 =uELi(R")。 做 
Fourier 变换 得 
AEII) A =a€EL(R"). 
由 五?(R") 通 过 Fourier ЕХ, ЄН"), 由 第 一 
HWA h EHO. E EMS, HERVE 
НСО), 
fO) =], hvdx + | hAvdx 
-Í hu dx +Í Ahvdx 
2 2 


-Í Cho + Ah)vdx, 
2 
由 (2.29) 知 f G) = 0。 其 中 用 到 了 等 式 
Í, h Avdx= [ Ateas, VvEHYCO). (2,30) 
我 们 可 这 样 证 明 (2,30)。 对 pEC3CQ)， 由 广义 导数 定义 
f, Ahdx= | Anax, 
о о 
HFA EHC), EPEC), [еа - 1,00, Же = 
б 写 出 上 式 ， 再 合 n 一 co 取 极 限 即 得 (2,30) 式 。| 
定理 2.9 БОСА" 是 有 界 区 域 ，3QEC2， 则 映射 


ди | В 
ичи) = (шә apl, > ECO 


ягн ФЕ МЕ — J; Ç ФК w HA (Q) 到 Н-1/2 (90) х 
于-3/2(30) 内 的 连续 上 映射， 这 里 
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Н-\/* (@Q) = (H1⁄2(9Q))” ,H-3⁄2(9Q) = (H*/2:(9Q))”+ 
又 上 映射 
ди 
ау 
ГМЕ ARH kA Н (Оуу Н-172 (20) 内 的 连 
续 映 射 。 

证 明 1йиЄН (О), xf 
P = (ро, P1) € H2⁄2(9Q) x H1/? (90), 


и-> 


‚ иЄС°(9) 
ао 


定义 
2,0) = (Au,Rp)oo 一 (ARyp)oo， (2.31) 
ЖФА HV ON) x Ht OE) НО) ЈЕ, 1 
Роб) =Po У ЕФ) = pi。 
2Z(9) 的 值 与 提升 算 子 R 的 选取 无 关 。 事 实 上 ， 设 
Vi, V EH?CO), уш, = YD, = Фо, уйу = = 01, 
40 =0-0,, MWA 
Yow = V1w = 0, 
由 定理 1.34，w EHH3(Q0)， 由 Green 公 ЕА S 38 ЛЕЯ ИП 
知 
(Au, ш) оо (u, At)o.ə = 0, 
这 就 证 明了 2. (о) yE H u Tü ç ЩЕ ВАЕ BJ, ЮН 
g—Z, (p): H3⁄2(@O) x H? (ә2у->С 
是 有 界 的 ， 这 由 下 列 不 等 式 推出 
12.(8)| 委 1AzaleolReloo+ jul. l ARvlo,o 
«Си, |R,],.o 
«СПА, 101 алг сов? 72 os (2.32) 
由 乘积 空间 上 有 界线 性 泛 画 表 示 定 理 可 知 ， 存 在 
you EHE"? (90), үи ЄН-2/° (30) 
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伍 得 
Zu (9) = (Viu, 00) – (оч, 1), (2.33) 
且 由 (2.32)， 
lrou l aao S1Z,1<CIRIIulo 417l 37,30 
<| Z,|<CI R| ulo, а. 
这 说 明 и (уои, ууш) А НСО) 到 Н-102 Q) х H-3⁄2 QQ) 
жю. Huc, H 20 € C=(Q9), H Green 公式 ， 对 
Ф= (Фо, Лео) 有 


2.0) = f, Arsax e 


= | godT - ИС да 


ди | 
所 以 you = изо) уи = | НЕННЕ, HE Eu EHAO, 
HETE и, ECCO), M 
ðu 


Зи. Е 
ðv ЖЕ 1 


ivo- unlaol-172:30>0;| vu = 


推论 2.1 ue Hi(Q), ЄН? (О), W 
(Аи, 0) „о — (и, Д0) р = (V,U, Уо) о,ар – (оч, У10)оваоз 
若 uEH3(Q0),vE HICO), 则 


(ди уо = Cots ao- |, Du Das, 


对 HACO (HIO) йо а 定义 (ulao ge) 的 广 


式 是 富 于 启发 性 的 ， 我 们 无 法 逐 点 定义 它们 的 值 ， 而 是 通过 
适当 的 积分 定义 为 适当 空间 上 的 有 界线 性 泛 A f,， 当 证 明 


92 


了 “好 ”的 画 数 空间 〈 例 如 С”(@)){Ез&—-Ж AERE, 
就 可 把 对 好 的 画 数 成 立 的 某 些 关系 式 〈 例 如 Green AR) HE 
广 到 更 一 般 的 画 数 上 ， 而 这 些 关系 式 正 是 我 们 需要 的 。 


3.2 各 种 边 值 问 题 举例 
例 1 Æ HO) EZEKRE! 
ди др 
a(u,u) -| (58 Эх + uD Jax, 
对 SELCA), g€ H200), ж X ЕЕ Р 
РО) = | /%4х+ (дууд), 
° 
HEO, yD RR 五 -2(39) 与 HA2(C39) 之 间 的 对 偶 积 ， 显 
А 
a,v) = |012,5, 
a 满足 有 界 和 强 制 条 件 ， 由 Lax-Milgram 定理 ， 存 在 4 € 
H1(0) 使 
аби,0) = Еби), YEEICO)。 (2.34) 
取 vEH3(Q)， 得 
аби) = | ойх, 
° 
HJ fE H- (Q) 意义 下 
- Ди+и=ј, 
从 而 
u€ Hi), 
FEC, HEM Өн ИЄ H-12G0), RHR 
ha Jk € H'(O), H Green 公式 ( 见 推论 2.1) 
93 


АЕ л н ) = (89) =| sas, (2.35) 
《2.34) 一 (2.35) 得 
(Se) = (9,70), \УРЄН!(О), 


о ЖЕ HI(Q) 时 ，yov UE HOA), ea 


ди 
= 9 EH 


7200), 
Ари 满足 Neumann 边 条 件 。 
@J2 ж 
У={0ЄН'(0) |уџи|,,=0}, Tic, 
其 中 ә0Є С°, Г, A 9Q WRP, [T] = 人 的 测度 为 正 ， 
ELV ЮЗА 


ди Әр 
a(u,u)= > Эх Эх? 


alu,v) 在 V 上 是 强制 的 ， 即 存在 65>0 使 


LÈ 


i=l 


EDE, иЄ У, WE 


ðu |2 
说 | az>slulio， Voeg V. 2.30 


УЗ [зше | стт | 
Ја, |, = 1, LÈI ax, | dx<m-1, m=1,2,, 


(2.37) 
ШКА HOCELI HAER HO) HA RIRN ЖЕ, 
我 们 可 设 
иаи, ТЕ НСО) Н; yn 一 4， 在 二 (9) 中 强 ， 
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由 youmjri=0， 易 知 youjr: =0. h 1200) ЎА T PE 
续 性 ， 从 不 等 式 (2.37) 得 


Fiu = C ,a.e. 于 Q。 H yul|r, =0%iu=0, ae. F02, H 
ТРЕ 1200) н, umu, |и„ [оо 1010,0 =0, 18H (2,37) 31 
[и„ [о,о-=1, FH. 
由 Lax-Milgram 定理 知 对 JEzZ2z(9)， 存 在 唯一 的 wuEY 
使 
а(и,ьу= (fo0o， VvEV, 
跟 例 1 类 似 ， 记 Pa =39NTi， 则 二 是 下 列 溪 合 边 值 问题 的 解 


-Au=f, НУО) у 
ulr, = 0; 
ди р 
dvir, =0, 
Z \ Г, 
Q ‚“ 
pia 
9 


@J3 Huku R ЙЕН 


ди ƏD ` 
a(u,u) =f Эх Элч h CCx)yotyogdT， 


Жр e(x)22c 0 Æ 9Q 上 几乎 处 处 Ж зу, au, v) A H' (Q) 
上 强制 ， 苦 fe L2(Q), p Lax-Milgram 定理 ， 存 在 叭 一 的 
ЄН) 
аби, и) = СР,0) оо» yve HQ). 
相应 方程 和 边 RIE 
-Au=f; 
ðu 
эр teou = 0, 
@J4 取 
у = [ue Ho fa ушаг = 0}. 
аби, о) 09012 АЗЕ ВАЕ, ЖЕ аби, о) У EIR H. 
it 7120), Н Lax-Milgram ХЛ, ТЕТЕП — B u€ V 
使 
a(u,vu) = (f 2)oo， ҮЄУ, 
相应 方程 是 
-Au=f (2.38) 


ЕЖ 1 FE E 9 EIR еН Q OW Е 
ди 
-( и )- fara 
ЕИ РЄН!(О), 4 


1 
= sar; 


则 5EV， 方 程 (2,38) 乘 以 ЖО 上 积分 ， 利 H Green A 
式 《 推 论 2.1) 得 
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а(и,%) — E vað) =(f,ð), 
于 是 
(л) @ raar fra r) = Gaar |, or 
= raar Je fpa 2T 


1 
=(- or Í, Гау) ао. 
故 得 
ди 1 
a=- porfa 
这 样 4 满足 
-Au= 方 
| youdT =0; 
зо 


ди 1 
= таст fax. 


Б O ARRE, Е 以 热源 客座 了/ 
mk, ТАЕКЫШПЕЦИНШКЛЕ, МИКУЕШ ЕИ, ШЕЕ 


ЖЮ] 30 ФК НИАЗ 相等 ， 且 穿 过 39 РЕЩ BD t RR 
说 1a9| 等 于 热源 供给 的 总 热量 | тах, 
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уБ REO, RER 
V = (v€ HO |р = ЖЖ}, 
ЗЕН a Gu 0) 81 1 中 的 相同 ， 由 Lax-Milgram Ж 
再 存在 唯一 uEV 满足 
aluo) =(f,0), vvEV. 
后 而 的 正则 性 定理 知 uE НСО), 822 € H2000), IH 


Green 公式 得 


ди 
| Ed =o, 


于 是 4 涉足 等 位 面 
-Au+u=f, 2 内 ; 
u=C, dA Es 


I! war = 0。 


зе д0 
и = СОЕ) 称 为 等 位 面条 件 。 
例 6 JR V=Hi(Q), i A=A,USUN, FELA), 


8 =Q, 9.. 
а{;(х), хЄ, 
а(х) = at y€ L>(Q.), k=1,2, 
ae хЄ0,, 


at С) EE kE] a.e.xEQ, 
VEER", k=1,2, ók>0, 
定义 双 线 性 型 


ди Әб 
a(u,u) =Í, DLE эху9х 
ди д0 
=] аса B+ [, aii) бу, Эх) 4 
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= а (01,121) +a,(us,u,)> 
其 中 

ик=и|о,, vk =V | op» k=1,2, 
Ш.Ж a(u,o)fE HiO Е, ЕҢ Lax-Milgram Æ 理 ， 存 在 
ПЕ hy u E H3 со) 

alu, v) = (f, oo0 УшЄН(О), (2,39) 
在 上 式 中 取 vEC3(Qk) 得 


Leu = (аан) == Лоо К=1,2,0, А. 
ШЕН, h uc H} СО) йа 
Уш = уоиз, S E. 
зи. 入 光滑 ， 可 在 S 上 定义 余 法 向 导数 


> = (V, у») A S HIA Q, 指向 0 的 单位 法 向 量 ， 在 Qk 上 
应 用 Green 公式 
ди 


| (L,u,)u dx = -| av, ^3 +a, (u, 1); 


ди. 
[Чанда =Í, dv, ds + a,(u,,u,), 


两 式 相 加 得 
figis vemo, 
3u du, 、 
故 有 az Tav, 这样 在 S Е u fl u, 满足 转移 条 件 
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u (=u 
| = 24. 
д>, ðv,’ 
关于 u 和 u, 的 正则 性 参见 本 章 习题 22。 

Фут 我 们 以 一 个 弹性 力学 的 方程 组 来 结束 对 Lax- 
Milgram 定理 各 种 应 用 倪 子 的 性 察 。 设 一 个 强 性 体 OC Ку 
1 АЕ U = (Ui, Ug, Ua), IEM AH 

Ern (u) =+ + z) 
应 力 和 应 边 有 关系 
о; = Gijkh EknCU), 
(ajjkh) Е И, E 
Gijrn Є" CQ), Qijkh = Gjihk = кај» 
aijkh О) укпа} 0220, УЁЄК"?,а,е.хЄо, 
定义 双 线 性 型 
a(u,u) =Í, aijkh 61} Си)&кһ CV) dx, 
H Korn KAR 
aw, v> joli, vvE Hi0’, 
这 里 
lel = hol? leal? + Mosli. 
对 f€ (L2(9))3， 由 Lax-Milgram £ SE ff fE W — иє 
(H3 (OQ) 满足 
аби,и) = (,0), — узЄ(НЬ(О))°, 
Ири 是 下 列 弹 性 方程 组 Dirichlet 边 值 问题 的 解 : 
a К 
о Qñ, 1=1,2,3; 
ui =0, ао F, iQ L, i=1,2,3. 
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我 们 从 上 季 堵 本 节 的 天 量 例子 看 出 ，Lax-Milgram 定理 
统一 解决 了 跟 有 界 、 强 制 GED 双 线 性 型 相应 的 变 分 方程 
解 的 存在 图 一 性 问题 ， 因 此 在 岂 用 中 往 信 把 椭 轩 型 方 种 的 边 
值 问题 化 为 变 分 方程 的 形式 。 为 此 ， 首 先 杰 选取 适当 的 两 数 
ZEV, VERBA СО 体现 了 解 满足 的 边界 条 
件 。 共 次 ， 从 V 中 任 取 检验 而 数 v 乘 微分 方程 两 端 ， 利 用 
Green 公式 进行 分 部 积分 ， 把 解 的 导数 降低 一 阶 ， 转 嫁 到 检 
о 上 ， 在 边界 积分 里 体现 了 边界 捧 什 ， 这 就 自然 产生 
了 双 线 性 型 和 线性 活 丁 。 在 解释 变 分 方程 的 解 所 满足 的 边界 
条 件 时 ， 特 别 对 Н! (Q) 中 的 西数 讨论 法 向 导数 时 ， 我 们 用 
把 法 向 导数 看 作 五 22(39) 中 的 元 素 的 方法 推广 了 述 的 概 
念 。 如 果林 先知 道 了 解 属于 刀 (9)， 对 变 分 方程 倒 过 来 分 部 
积分 ， 即 把 双 线 性 型 中 对 检验 画 数 的 全 曾 全 部 解 明 出 来 转移 
到 解 上 ， 可 方 恒 地 得 到 解 在 更 强 的 意义 下 满足 边 条 件 ( 见 
86), 

应 用 Lax-Milgram 定理 的 关键 是 验证 双 线性 型 的 强制 
性 。 因 为 双 线 性 型 中 往往 并 不 包含 V 中 范 数 中 的 晰 有 导数 ， 
所 以 需要 结合 边界 条 件 证 明 已 出 现 的 导数 的 积分 能 够 控制 未 
出 现 的 导数 的 积分 ,这 就 必须 靖 心 建立 各 种 不 等 式 (Poincaré 
F Korn К), 


34 极 值 原理 


在 应 用 Lax-Milgram EIGE ZN HA A 型 方程 解 的 存 
硬性 时 ， 相 应 双 线性 型 的 强制 性 是 关键 性 的 条 件 ， 但 这 一 条 
件 并 不 总 是 满足 的 。 强 制 性 保证 了 解 的 存 企 性 ， 也 保证 了 解 
的 叭 一 性 、 征 在 古典 理论 中 我 沐 知道 ， 只 天 棋 加 型 方程 

101 


а ди ди 

- a [a aa) t he + eu = f 

中 4 的 系数 c 非 负 , 相 应 Dirichlet 边 值 问 题 的 解 唯一 。 双 从 
Fredholm 抉 择 性 知道 在 一 定 条 件 下 唯一 性 可 以 保证 存在 性 ， 
瞧 一 性 双 是 极 值 原理 的 直接 推论 ， 因 此 对 变 分 方程 的 解 (їй 
解 ) 建立 极 值 原 理 显得 十 分 必要 。 

回忆 古典 极 值 原理 的 建立 ， 其 基础 之 一 症 闭 区 域 上 的 连 
续 夯 数 必 在 某 点 取 到 最 大 值 和 最 小 值 ， 其 基础 之 二 是 若 解 在 
内 点 取 到 最 大 值 ， 解 在 该 点 的 梯度 为 雳 向 量 ， 解 在 该 点 的 二 
阶 导数 组 成 的 Hess 年 阵 人 年 负 定 。 但 这 两 个 基础 对 弱 解 概 不 
适用 ， 因 为 弱 解 可 能 根本 不 连续 ， 更 不 用 说 深 点 在 在 二 阶 导 
«Т. 

Җ + yr Яй ЙЕ bJ ЕШ БН, MEAT IR ЕЛЕ 2} p Жа ЖЕ ВЫ 7) ЁЁ, 
ИЖ ТЕВЕ J ЙОТ Bi 8k 2 ЖЕРЫ ЖК, HEB ER RJ TF ТЁЗ ТД 8820 Ж 
夯 数 ， 从 而 断定 解 非 正 或 非 负 。 

6—01, LAES. ВЧЕН, COW g J Ë 

-Au=7/, 
其 中 f 是 (0) 中 的 非 负 画 数 ， 我 们 要 证 在 O Ари 几乎 处 处 
非 负 ， 我 们 知道 4 满足 上 述 方程 的 意义 是 
ди д} 
Í, ds af; Du.Dvàx = | fvdx, Vu€ HiO). 
| (2.40) 

ЖГ u = ut 作为 检验 画 数 ， 我 们 暂时 承认 €e H; СО), 
从 而 它 是 一 个 合格 的 检验 画 数 。 为 计算 二 的 广义 导数 ， 还 
要 暂时 承认 
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ðu “ 
au+ (әх, 49420: 
i 
9x, ` 


0, %u<0, 
au- ( 0, 当 u>0; 


3а š 
Эх, {-д=, uc0, (2.41) 


Eos 代 和 天 变 分 方程 (2.40)， 注 意 到 4=u+ -u RITA 


Әи* Əu-s9u"- bx 
[Gaa [a ea 
由 (2.41) Ж 
dut ди 
|; Эх, Эх, 9 = 0. 
由 了 非 负 知 
L. fu-dx>0, 
由 (2.42) 得 
94 一 аи a 
|А әх; Әх, оо 
由 此 式 知 
аи- 


Эх, 20 a.e. F Q, 1= 1.2, +... ,n, 


Mii и” = с,а,е. F Q, IB и-ЄНь(0), нт =0, MEQE 
и ЗЕЙ, 
RAIRE ERRIRE Оре тра E, Q 
须 解 决 两 个 问题 ，u 属于 fH1(0) 时 是 否 u! Д Р НСО), 38 
导数 公式 (2.41) 是 否 成 立 。 
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引 理 2.1 #/ЄСҖК!),|/'(ху)|<М, x€ER!, иє 
F(Q), M) f o uc Hi (Q) Н {г ЕШШ 


ә 
у, GG) = fr (GD) 9, 1=1,2,-.,п, (2.43) 


证 明 由 HOMEZ, HEE ur E C1(9) 满 足 
Җ Кексор, [ик-и[у->0, uz—u,a.e.+ Q, 
任 取 开 集 0’ CCQ， 我 们 有 


[aao -fed ах м lu -ulax—=0, 
a’ o' 


ә 
j. | f’ (ик) тя -/' (u) 说 |az 


іди ди 

«мү la. | ао a| 
i аи | 
x jag; $>. (2.44) 


РУСИЧ" 
jG) = f G) 986, 
利用 (2.44) 对 任意 ?EC5(Q0) 得 


3 а 
[лао Еи ЕСЫ 


дик 
= Í (икэу? dx。 


利用 (2.44)， 分 上 一 coe 取 极限 给 出 
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ñ Рау Зе = -f fu) 说 vax. 


由 能 导数 定义 此 式 即 圾 示 (2.43) 成 立 ， 并 由 此 断言 f。vE 
Н), | 

在 应 用 中 ， 往 往 f 仅 满足 Lipschitz 条 件 ， 这 时 上 述 引 
理 仍然 成 立 ， 但 证 明 较 难 。 我 们 取 对 SO = tt ahy 特殊 情 
形 进 行当 论 ， 这 对 下 面 的 点 用 已 足够 了 。 


— — р 


图 10 
引 理 2.2 ue H:(Q), M| ut,u-,l|u|€ H'(Q) E. 
《2.41) 成 立 。 
证 明 ESO =t* By F C! Г 
fe 
I 
| 
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2 + 82)1/2 _ 
го [° +e?) 6 120 


0, t<0, 
直接 算得 


Wu EH'(O)， 由 前 一 引 理 
fC e (O, ууш) = f GD ру. 
对 任意 5EC5CQ) 我 们 得 
СТА r ðu 
| f.) Эх dx= – Í, f, Cu) ах, 04 


u 
= -| (и? + g2y1⁄/2 б dx, 
其 中 | 。 ,表示 在 集合 (z€ Q|uG0>0) 上 积分 。 + e0" 


39 
Í, fu) 了 dx = -f is Ta dx, 


即 (2.41) 第 一 式 成 立 ， 类 似 地 证 明 第 二 式 。，1| 
312,3 设 u€EHi(0),，u=C,a.e. 于 ECQ， 则 


жЕ =® ale, FE, i=1,2,,n, 
证 明 不 妨 认 为 =0。 由 于 4 =и*-и-, AREA 
(2.41) 立 刻 得 到 引 理 的 结论 。 | 


ут Qe C'!, s: € H'(Q), Ж you =yu # Ж 
义 ， 取 正 部 和 取 述 可 交换 ， 即 有 
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使 


引 理 2.4 #190ЄС!, u€ H'(Q), W уи" = (yu)+。 
证 明 由 HO СО), HEE ur ECD) 


lux = ulio—>0 (k>), ики (k—=co),a,e.Q, 


ХРСС) Ж ик А уи = Gyux) *, 
由 迹 定 理 ， 


lyuk 一 ?uvaao->0 (k-=co), 


特别 地 有 子 列 ， 仍 记 为 uk 使 


从 而 


现 证 


Yuk—>yu (К->оо), а.е. T 3Q, 


Guk)*—(u)t (Коо), a.e. 于 30, 
Jui ~u*l,o>0 (оо), 


实际 上 ， 显 然 有 


falsi -ut iax<] lux -ulaz>o сә), 


由 引 理 2.2 计 算 ир nut 的 导数 给 出 


дик ди 


Í. |52. әц+ = =Í 
-2 = dx 
axi “xi и>,» у>о [3x дч 
дик|? |дик|? 
+Í s| dx +Í [ZE] dx 
s<oss,>0 | xi | «зо,» >o |9x; 


ди |? 4 
С Эх =. 
我 们 来 计算 T; 的 极限 。 


ди ди |2 
naf, h-E а 


É = uu ЕВ екан 
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|диь Әди |2 диз, 
<. ах | dx+2 <0 Әх; | z{uk>0}dx 


з х(и 0) АЧХ |хЄ Q, u (х) ОНЕ, E 
集合 {u<0} 上 有 

x(uk>0)—0 (коо) а.е. 
由 控制 收敛 定理 


Í ди 
.<0 


ах; 
#k Коо, 1,—=0, 


Surj? au124 
мар eJ. 08 


Газаров), 


故人 ->co 计 1,—0, ЖЖ W АВ 1,0 (k>), 8 Жи; fe 
HO) 中 咎 于 ut, Е, ушр E 甩 (0) А Руи", 
于 是 在 子 列 уші 在 39 上 几乎 处 处 收获 于 yat， (yu)* = yu* 
a.e. F Q | 

由 于 我 们 要 过 诊 的 而 数 仅 是 几乎 处 处 定义 的 ， 所 以 需要 

定义 2.3 izu ж ОСК" ЕБ гй ， 若 存在 
HK uK, ae. TA, M EK Eu h Ae E EE 
Ж, u 的 东沙 的 本 性 上 界 〈 试 证 明 它 一 定 存在 ) RA u 的 本 
性 上 确 界 ， 记 为 sup и, ЗДН И ЖКТЕ FRAIRE T 确 界 
inf u。 对 区 域 OCR* fue НО), 906 C 时 定义 


supu=supyu, inf u=inf yu, 
ag ав за го 
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这 里 yu Kimu 在 30 ЕЙ ЖЖ. Фи 元 本 性 上 (下 ) 界 ， 则 
jm sup u= + oo (inf u= -co)。 
° Q 
T BENS T 
Lu= -D4 la; Ои) +b;D;u + cu 
和 相应 双 线 性 型 


a(u,u) = IRC +b,(Diu)u + cuv)dx, 
我 们 假定 
aijsbi,c EL" (CO) аА ;2>a|E|2, aij, bie ARAR 
(2,45) 
其 中 a 为 正 的 常数 ,. 
定义 2.4 1ЙшЄН!(0), IHE X € Hi(Q),v>0 有 
a(u,v)>0(<0), 
则 称 Lu 宇 0 (<0). 
2.10 B ENRE L HA BGE ЕО, 45), 
X u 的 系数 在 О БЕЗЕ, u CH (Oy Lu<o (220) MI 
зир и<зири* (inf u>inf u"), 
о aĝ о ао 
证 明 А х} sup ШЕ 17 МЕ HH, ТЁРЄН(Оу,ь:>0 Н. 
uy 之 0， 由 Lu<0 的 定义 知 
a (u ,v)<0. 
H с 204 ир;>0 得 
f (абир + ышна - | cuvdx <0, 
° ° 


由 系数 的 有 界 性 
Í арид - | bi(Diu)vdx<MÍ |Dujvdx 
° ° о 
(2.46) 
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记 зир ut=l, Ж1= +co， 结 论 显然 成 立 ， 以 下 设 IC< +оо, 
由 引 理 2.4， 
l =supu*t=supyut=sup(yu)*2>0, 

aa ag го 
着 定理 的 结论 不 成 立 ， 则 sup u>!。 对 任意 1<k<sup u, 4- 
о= (и – К), 020, HEE ЕВА 

|supp u| = meas зирр 2720, 
由 引 理 2.4， 

yv=y(u -k)* = (yu -k)* = 0, 
Mam ue Hi(Q), H3|FR2.2, 
Du, 当 u >К; 
0, Musk, 
щи< ом, НЕК 21 20, 4 (u- kt = 0, 故 ur20,. 
因此 可 在 (2.46) 中 了 到 v= (и — К)", EER uk ih, e= 0, 
Dv=0, йи > k tJ Diu= Div， 故 有 
DiuD;u = Dyv Dyv, Іри|о = |Du|u, 
从 (2.46) 得 到 
f арм | |Dv|vdx, 
о о 

由 工 的 一 臻 连续 性 ， 

a [резам рор, 

š x 


P| 


从 而 
M 
IDv|s< 21010. 
由 嵌入 定 再 和 了 5lder 不 等 式 


CM La. 
[olsa Сод, <“ дорое Дора воро $T, 
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其 中 ， Wn2>3, -р=-р-ү, 对 n=2，p>2 任 意 。 


M [=орро | 220 知 lzlzro) 之 0， 故 有 
[suppr] >С/—*>0, 

其 中 C 与 大 无 关 。 若 SUPUERE OS; 则 对 任意 上 之 ! 将 有 

lu>kl= |{хє О|и(ху>К}|>С'-*>0, 

жй и 的 可 积 性 矛 后 ， 故 必 有 зир u< +оо, 4 k ži EFF 

Т sup u， 我 们 得 
| u=sup и, >07", 
| pot 

Ep u 在 一 个 正 测度 集 上 取 到 本 性 上 确 界 。 

1@ ® = (u-D*, M V = зирд = вири = 120, ФЕ02,46) P 


b А V+ ЕЗ0 
уер 1 tyge y (20). 
ВЯ ТСО) = 17,06 [Е, + оо)),УЄН'(0), 84 уу= 0, 


_ (V +e)D;5 
Dj, = KATET 
注意 到 在 集合 {ul} 上 Di5 =0, 在 集合 {u>} 上 Du = рф, 
我 们 得 到 
(У +) 


(V+re- 0) dx, 


Í ариу = |. аиту, 
о 


= (V +£)D;ð 
= реу тах 
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二 (V +єурур 
= | aD; Wre- py: 35 ; 


ð _ ó|Dəp| |D3! 
[pay -[ es <V а Vte- 


DD 
Í а 20у dx<M| + ра Ы 
о 


(V +є-®)? Ы 
+ 
V 
о, = арус EHO, 
由 一 致 椭 癌 性 


1, 


M M А 
Јола рро, а рро, зах уор, 
从 而 

M 
IDo,| <. 


由 Poincaré 不 等 式 


CM 
le, <CIDo, h< у 


4 eot, i Fatou 引 理 


|< <°М. 
<— 


|у 


但 在 一 个 正 测度 集 上 站 = 0, ws= co， 这 与 可 积 性 矛盾 。 故 
ФМ зир ич, | 
推论 2.2 ”在 定理 2.10 关 于 工 的 系数 的 假定 之 下 ， 若 vE 
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НСО) А Lu = 0, Шао ЕЛАР 54, 


® 


$5 Fredholm 抉择 性 质 的 应 用 


5.1 Garding 不 等 式 
m3E2.11 БЕ 
a(u,u) = | (а,;рцїр т +b,(Diu)p + cud) dx 
Q 
的 系 妆 满足 条 件 a ЄС), bic EL*(0), i,1=1,,n,0 
+ PL а bil ЖТР 


Rea;j (x): >al, VEER", o >0 直 常数， 
则 存在 6 7>0 Wi AS 使 


Relv,v) + А1012 1012, МОЄ СО), (2.47) 


ЖЕЗ ”由 于 OOYE НО ИЕ, АЖУР ЄС (ду 
ПЕС, 47), 

G) а о, bole RHR, оо, 
Diz v, I Parseval 等 式 ， 记 的 Fourier 变换 2) 0, 
则 有 


Rea(u,t) = Ref „ a Di 万 jdx 
R 
= Ref, aij CG0) CE70) az 
=Ref .atitilolra 
JR 
=f Rea; £ £; |$|2d£ 
>|. печа 
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=з[„а+иоцогаё-г[ тозе 
R в 

=e, ðv]? ~ с,810) 8, 
即 (2.47) 成 立 。 

Gi) ayp ЄС(9), h Pe 公 为 需 ， 因 为 闭 区 域 上 的 
连续 夯 数 必 一 致 连续 ， 对 一 待定 常数 D>, TETE 20, 使 对 
任意 zx,yEOQ， 当 lx 一 引 <o 时 有 

Гаа) – ау) |<, i j=l, en 
设 v 的 支 集 
suppu CCB,(x) C O, 
由 (的 结果 得 到 
Rea(v,u) = Re аус: DD pax 


+Í Ca (a) — ag (хуу Die D;ndx | 
Boito) 


2.61012 ~ с,61018 – епо, 
取 定 5=0.6/2m?， 从 而 取 定 p=p(6,n)， 则 有 


Кеафу,ьу>© ol ~ es6lols, 
Gii р=р(6,п) >20 由 (ii) 取 定 ， 取 О 的 一 个 开 球 覆 盖 


(В,)5.,, Bi 的 直径 <p。 设 {ot}y-: 是 从 属于 {B47Y- 1 的 一 
个 单位 分 解 ， 


N 
У\а=1, ә Е. 
i.l 


—1/2 


N 
Вибо = асо [асо | ， 


i=l 
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F a2 A 
PILKOJ >J uN = №, xEQ, 


i=l i= 
у 
У} 0) =1, хЄ0, зирр СВ, 
i=l 


对 任意 vEC5CQ0) 有 


N 
a,v) = >|. BiajDioDipdx+ | Фао + clol2)dx 
N 
= >| aD (Bx) Di (Bxb)dx + Í (ы (Ошур + c |u |2)dx 
27170 о 


N 
= >| uC BOB Dip + OD WDD В, 
kel 
+ Dibk(Dibk) |v|2) dx 
N 
> J. aiDi(Brv) DiCBkp)dx — clv lile lo. 
hl 
由 于 supp (bkv)CBe，Bi 的 直径 <P, MiGi), 
суб š 
асау) (Y Мако: -eð - c |lehleh 
k=l 
N . 
= с, 2 a| ôv |2 dx- 2 
-D(f (+ о |) ойы) 
= с" 101,101 
ó 
>et = савой -0 lol el 
е 
>l – Ael. 1 
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5.2 = HIER T TE ЕДЕП 

RIAK Dirichlet j] W A W 1% B] dn i 5 H] Riesz- 
Schauder ЖЕНО НА ТЕЗЕ РАР [ур f fE 
PE, НЯ ТАЕ Ha 

定义 2.5 Hilbert 空间 五 上 的 到 自身 的 线性 算 子 了 称 为 
紧 的 ， 若 对 任何 有 办 序列 иЄ H, Ти, 包含 一 个 收效 子 序 
列 。 | 

易 见 ， 紧 的 线性 算 子 一 定 是 有 蜡 的 。 

定义 2.6 ТЄ. (Ну=#(Н,Ну,# (Ну 是 三 到 自身 
的 有 界线 性 算 子 全 体 ,定义 共 斩 算 子 T* hn F; 

(Tu,v) = (и,Т*0), Vu,v€H, 

жї сє, ) ЖИНИҢ ЯЯ, wH e€ H ,T*u 的 存 
在 性 由 Riesz ДЕНИ H. 

定理 2.12(Riesz-Schauder) T) Hilbert %# [i] H #J 
ВЯ, Mi HET NAR $K p. 2 FEH, 
方程 


d-Tyu=f 
ARKEO PAUCAR E SGPT 
(1-Т*уш*=0 


ЙОРИ и* ТЕЗ, S DL FD ЭКОЛ? 
(I-T*yu*=0 {п I -—T)u= 0 
有 有 限 个 同样 数目 的 线性 无 关 的 解 。 
这 个 定理 的 证 明 请 见 Yosida GIZ ИТ) B Eg 1,5. 
推论 2.5 在 定理 2.12 的 条 件 下 ， 对 任意 fe H, 方程 
《I -TDu=f 剖 有 解 的 充分 必要 条 件 是 齐 丈 方程 (I -T)u=0 
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я. 
定理 2.13 EEM RLT, Пїйа;єС!(ф), 
30EC2， 则 变 分 方程 
u€ НСО), аи, о) = (7,0), V€ Н (О) 
有 解 的 充分 必要 条 件 是 f FEAH 
u*€ HQ),aly,u*)=0, VvEHIO) 
的 所 有 解 u* 在 LO) 中 正 交 ， 了 又 上 述 齐 次 共 罗 变 分 方程 与 
下 刚 齐 次 变 分 方程 
u€ Hi (KQ), alu,v)=0, VvEHIO) 
有 同样 数 月 的 有 限 个 线性 无 关 的 解 。 
ЕЯ ”由 定理 2.11 提 供 的 G&rding 不 等 式 ， 存 在 6,4>0 
使 
alv,v) + 5А] }$:>6[2|1,‚ vveHi(O). 

由 Lax-Milgram 定理 ， 对 任意 EL?(Q)， 变 分 方程 
пЄНї(2), а(и,ьру+ Alu, v) =(f,0), VvEHIO) 
ЕҢ и= СЈЄН СО), НС H LCOS) HO) 的 有 
HET. ХВА H (Q)CL2(0) 是 紧 伐 入 ， 故 G ҖЕ LO 

到 自身 的 算 子 是 紧 算 子 。 现 对 任意 SELO KEHE 
u€ H; (Q), alu,r)=(1,0), Vv ve HicO). 
这 相当 于 
a(u,u) + А(и,0) —А(и,ьу = (7,0), 
a(u,9) + А(и,0) = (f +Au,u), 
u=G(f + Au), 
и-5би=С}, 
由 定理 2.12， 最 后 这 个 方程 有 解 的 充分 必要 条 件 是 Gf 与 共 
ӨР: J Pe 


и* — AG*u* =0 
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的 所 有 解 u* 在 L2 CQ) rh E Ж. 
(Gf,u*) = 0, 
BHEIRTE, АП 
(f,G*u*) = 0, 
而 G*u*= А-1ц*, Wk(f,u*)=0. 
JER T ЫЕ ЯХЯ, УМЕ ue L: (Q), MA 
(Gu,u*) = (и,С*и*), 
但 由 G*u* = A-lu* 得 
(Gu,Au*) = (u,u*), 
由 G 的 定义 ， 若 u*EH3(Q)， 则 有 
a(Gu,u*) + AGu,u*) = (u,u*), 
与 上 式 比较 得 到 
a(Gu,u*)=0, VELZL2(O)。 
由 Lax-Milgram 定理 ，G E: H-1 (Q)#J H; (O) 的 同 构 ， 而 
ZL2(9) 在 HT1C0) 中 秽 密 ， 故 GCL*(0)) 在 及 ;《 中 稠密 (由 
下 节 知 GCO) = H*(Q) НСО), ЗЕЕ АВ), 
从 而 u* 满足 
a(v,u*)=0, УуЄН! (OQ)., 


HERR Бч Є НСО) 站 H3(0)。 对 任意 u,v€EH?(0) 
NHO), HARRA 


а(и ,v) =f (ajDiuD;n +, (Оци) + cuv)dx 
2 


д 
=| (=a сри + biDiu + и) вах 


——— FNS 
КЕ “з; (5,0) + бо)ах, 


Lu= – 22-а) + ш + си, 
д д 
L*u= 一 TA (a;;D;u) -gx (i) + си, 


1* KA L BJ ШЕ, MU 
a(u,u) = (Lu,v) = (u,L*v), 
由 下 节 的 正则 性 定理 ，L+4 和 LIL*+4 都 足 H?(0) D Hi (Q) 
到 L2(9) 上 的 有 界线 性 算 子 , ENL +A + д) 
是 L2(0) 到 H?(9) 几 H3(Q) 上 的 有 界线 性 算 子 ， 且 易 知 
G=(L+4A) 1, G*=(L*+4)7, 
З ЕНЕ u,v ELO), 
(Си,0) = (Си, (L* + А) (L* + A) u) = ((L + AD Gu, 
(L* + A)” lu) = (и, CL* + A)” u), 


这 就 说 明 
G* = (L* + Ay”, 
= 是 由 A lu* = G*u* = (L* +2) 'lu* 知 
u* € H?(0) НСО), 


В. A'u* = G*u* т L*u* = 0 或 

u*€ НСО), alv,u*)=0, ҮРЄН:(О), 
由 定理 2.12 方 程 

и-АСи=0, u*—AG*u=0 

有 同样 数目 〈 有 限 ) 的 线性 无 关 解 ， 这 两 个 方程 分 别 等 价 于 
u E€ НО) NH3 (Q) ,Lu =0,u*€ НСО) Г\Н (ду ,L*u*=0, 
或 等 价 于 

чЄНЇ(О), а(и,и) =0, урЄНЬ(О)у, 

и*ЄНЇ(О)у,а(о,и*у=0, урЄН(О), | 
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推论 2.4 ”保持 定理 2.13 的 条 件 ， 且 设 系数 都 是 实 画 
数 ,过 0, 虽 对 任意 实 夯 数 EL(0) 存 在 u€ НСО) N H; (Q) 


满足 方程 
Lu = f, 


对 齐 次 Neumann 条 件 ， 定 理 2.13 的 类 似 结论 亦 成 立 ， 
МЕЖ fe LP (QO), HE 
` u€H:€Q), аби) = (f,u), YvEH'(Q) 
有 解 的 充分 必要 条 件 是 了 与 下 列 方程 的 所 有 解 u* 正 交 ; 
и*ЄН:(0),а(о,и*) =0, ушЄН!(О), 
例 515 Poisson 方程 的 Neumann 问题 
-4u= 7, Ой, 
ди 
|9, =0 до, 
这 等 价 于 在 有 H1(0) 兴 解 变 分 方程 
| Du. ОРЫ fvdx, VDETLICO)。 
° ° 
这 里 假设 了 SEL., ЖКУ 
и*єН!(д)у, | Du. Du*dx=0, VYvEHICO). 
о 
取 v=u* 得 
f |Du*|*dx = 0, 
从 而 u* ЕО Е ЛОРА К, Likt Neumann [а] 题 有 解 的 
-充分 必要 条 件 是 
Í, f(x)dx = 0, 
如 果 u ЖБД E 了 受热 的 物体 2 各 点 的 温度 ， 其 表面 
39 处 处 绝热 ， 则 要 使 物体 各 点 温度 不 随时 则 变化 ， 必 须 供 
给 的 总 热量 [fax ж. 
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Š6 解 的 正则 性 


6.1 差 商 方法 的 范例 
前 面 在 Poisson Уу 72 Dirichlet 边 逢 问题 
[ -4ди=/, QÑ; 
u=g, oO k 
的 讨论 中 ， 我 们 假设 fe H-icO),g€e H'⁄° 0), 8 到 的 解 
u € H'(Q), 4 FELO) = НО), дЄНз/° (0), IQEC? 
时 我 们 将 证 明 «Є НО), 一 般 地 ， 若 ГЕНО), g€ 
H*+3⁄2(9Q), 9Q€C*h+2, H) u € Ht*2(Q), HR ATEZE, 
МАМАК, TIM ЕЙ и 是 古典 解 。 这 就 是 所 谓 解 的 正 
则 性 问题 。 

МО Е Dirichlet 问题 当 Q= А? = (x = Gy," Xn) € 
R*|x,2>20), д=0 rik EJE Н Е i У ФА ЇЙ И OR 
如 一 再 所 说 ，u 所 满足 的 总 变 分 方程 
u EHICR'), Í ‚ри. Рэйх = | ,fvdx, Vu€ HY(RD, 

в, R; 


u ШЕЙ ФЕЙЗ А Д.И AEZ Е Jy Ре, Au ñ 
息 ， 我 们 取 EH RWAN 
Aiv(x) = (осе Е7 +h.) 一 DC ‚х{,е))/®, 
i=1 се,п-1 
代替 变 分 方程 中 的 v 即 得 
f ‚Эи. DAnvdx = Í „Рамо, 
в; в, 


JEI iE ЗЕ РЫ ЖОЙЫ АЕ ТОТО В ЈИЕ E, 
Í š Du . D(Anv)dx= Í „Du e (DuC, x+ h,e) 
R; 县 十 
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= рос ‚зң, у) /hdx 
= |. puc, в, = DuC si) /Ch) Рейх 
R, 


= -| РА ки. Ройх, 
r$ 
便 得 到 
j рди » Ройх= — Í fAnvdx, 
в} в? 
由 Cauchy-Schwarz 不 等 式 
|. рали + розхід. 


我 们 将 证 明 
lA,v|o < [Di | <IDs| i, Vu€Hi(R:), (2,48) 


于 是 有 
f. рач prax<HMilpol， урен са), 
Huu = Ayu, 
f. ра лиа = ра lil 1DA vul, 
从 而 
іаст, 
我 们 将 证 明 若 v ELR Дазор, C 55 h же, W 
Div EL (Ri), (2.49> 


于 是 
DiCDiu) СІРЕ), j=1,%% ,ni=1,% ,nl1, 


由 方程 ~4u=f 得 
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я-1 
Danu =- У) Раи - f ELR), 
iel 


ik u E H°*(Ri), 
3 [138 Ж а ОК 05 И AAE EREA, Yi 
其 理论 基础 是 关于 差 商 的 性 质 (2.487 和 (2.49)。 


6.2 Sobolev 空 间 和 差 商 
引 理 2.5 i u€W'””(Q), ОССО, 0<lh|< 
dist(9' ,3Q)， 则 
1441,» ко, 101, o. (2,50) 
W HEEM, нр ЄС СО) ПИ!" (0), щ— 
TAARA Ву Newton-Leibniz 公式 
Apu = (uC хр, 0) — uC ,Xi ЈЕ 


à 
1. Duca tE, ag, 
由 Minkowski 不 等 式 
1 à 
ди} w Оше а 6, дә дё |, 


Heh LICO ) 范 数 是 对 变量 x 取 的 。 由 变量 替换 得 
[Diuc + у › = Раш С) |z «р» 
这 里 
Q, =9' +ф «СО, |£|<|h|<4dist(Q' ,39) 。 
故 
[DiuC xi +, lL? о ›& Би], фу, 


1 
{дһи]„» со <l | р, ID tE la? w y» 
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<р о. 1 
引 理 2.6 ЧЄ? (0),1<р<оо, IEIR 3kK, Ш 
所 有 07 CCO,0<h<dist(Q ,397 有 估计 
14,41,» ow SK, 
дй Sp Diu 存在 且 有 估计 
1 Piul о SK. (2.51) 
证 明 利用 L?(0) 中 有 和 界 你 的 弱 紧 性 ， 庆 经 由 对 角 线 手 
续 ， 可 取 hm 一 0 (m-=co), (Е L'(Q'yrh 
Anp tV (m—co), YCA, 
ЖР РИ СО, AIE o 是 弱 导 数 Diu。 对 任意 ?E 
Сосо), ШЕ У, тоо 时 ， 
Í, $A, .udx— Í, pvdx, 
当 0< hn<dist(suppp,32)， 我 们 有 
L. ФА, „ціх = -| 14_haygdx 一 一 Í. uD;pdx, 
因此 
-| uD;pdx = Í, pvdx, 
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由 能 导数 定义 即 得 


101.» с Slim|A, ий» со SK, 
由 07 的 任意 性 得 
1.2 co, SK. | 
6.3 BAAREN 
定理 2.14 ТООК", Я 


Tug t. ðu , ðu А 
u= әх (аи az) +си 


的 系数 满足 条 作 
ai j€C'(@), bi,c € L=(Q), 


Rea (EESE, VEER, x€ O (— ШИИ ТР. 
XiX SELA), uE H'O) WE 
a(u,u) -| (а; рир +b, (Diu)b + си®)ах 


-| fodx, VvE), (2,52) 
则 对 任意 子 区 域 0' CCQ， 有 有 uE HCQ’) 且 有 舍 计 
141,2. «СС, ,о + 11, о) (2,53) 


йир C=C, ô, O „Дагер, lel). Ж u SQ h 
ШЕЛ BA 


证 明 ША (0,52), Piihi SË 
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[apup = [ goas, veenieo, (2.59 
° о 
这 里 

g=f-b:D;u -cu ELO), lolo,o<lfl + Січі... 
Mig v € 本 (9) ,зиррис 0, 0<—|k|<Cdist(supp 920), 1< 
Кп, 0.540 Hi v 为 4thv=4_nv， 我 们 得 到 

| Ar (a Di Digdx = - f ayDiuDjA_nvdx 

Q 2 


= -| 94_hbdx。 
о 
因为 
L4h(aijDiu) (x) = а(х +hek)4hDiu(x) + Apai (x) Diu), 
ек = (0,++,0,1,0,+=,0), 

于 是 有 
[| аз@ ею DdnuDsvdx = - | са - Do + 4-уб)дх, 

° ° 
其 中 

=g ,9n), g;j(x) = 4haij(xz)Diu(Cxz)。 
H aj ECG) l Anai | Sla с, PAN 
191 = 1419.12 e + [ан 19388. 

由 差 商 的 估计 Дьо ооо 我 们 得 

ве асе + hex) DiAuD оёх, dgh+lololpoh 

«Сш, + flO Delo. (2.55) 
设 1EC3(Q)，0<n<1, 合 
s= máu, 0<|h|<Qist(suppn,2O), 

由 差 商 通过 导数 的 估计 、 一 致 强 椭 回 条件、G&rding 不 等 式 
和 (C2.55) 推 出 存在 5’ ,4>0 使 
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-51п4дщ + f [Отдих 
о 
<Re | а(х + he) DiCnAnu) D; (Ayu) dx 
2 


=Ке [асе + кер) CDinAnu + пр, Дуи) 
х (Р;пАьй + nD ;Дьв) dx 
<C dul? + lu lnDA,u| O) 
+ Ref aj + hek) DiAnu(Dj5 — 20D ,nAyuy dx 
<Cs Cul? + lulilnDAsulo) 
+ Ref аус + hek) D Ayu тах 


<CsChul? + Па рди) 
+С, (1, + ПА 1, + 1904.1), 
由 此 利用 不 等 式 
lab|<+la|* +3101 


易 得 10да Сие + ANED. — (2.56) 
OCCO, Mn AVARE, nlo -1,|Dn| <Š, 


4=dist(9' ,3Q)， 由 (2.56) 得 
1D4nuloo «СС, + ПА), ]h|<distGsuppn,2Q), 
由 引 理 2.6 得 到 
Ши, «Сш, + ДА, і, т, п, 
Ep u€H?(a), | 


6.4 弱 解 的 全 局 正则 性 
定理 2.15 设 定 理 2.14 的 条 件 成 立 х әоЄС?, 
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gEH?-2(20), MM Dirichlet үа] 
Lu=f, Оз 
I и= 9, W4 
А u € H2 (OQ) Ні 
lula,o<C Culo + Ifl. + lgls,s ,a0). (2.57) 
证 明 由 于 3QEC2， 对 每 一 点 X。 E30， 和 存在 一 个 领域 
оз Онер, QO psl P= Pn) # 和 
9 Л С?, (+ 
Оо О)В* = (x€ B, C0) | xn >0}, P(O (130) 
=Z= {xEB(0)|xn =0}, 
з чЄНіСО), о =0, ЖУЄН (0) „зиррисО, 3 
АНА 


у= ф(х), иб071(0)) = (0), 
ЯХ Jacobi {ҮЙ әх/2у=1, 1102.52) 


a(u,u) -f Ca;;Di;u Di0 + b;(D;u)0 + cuD) dx 
° 


= j CayyDiuDjd + bi (Diu)p + спр)бх 
осо 
3 3 ә 站 
= СИ ALD = + bDi + cud)dy 
в' i 
=Í. ‹(айк1Ййь#й,® + br (Drt) ő + сйўуау 


= |за», 


дук ~ 
üri = азу аху? Бах, ČC) =с(х), 


ОА fk 1 
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s Pp. KBR is Xt 


Мі =1, 


Кей, Ё, = Кеда? эх Er 


Ә(#кук) ICEY) 


= Reaij Эх, ау, 


2610 у) |®. 


ЗЇП | О Сук) E ARA 
E= 0, ї=1,2,+®,п, 


而 系数 行列 式 = 1， 齐 次 方程 组 只 能 有 有 人 衬 角 5， 与 15| = 12 


min _|D(Ekyk)|? = 0,20, 
141-15 #60 
йк1Ё&1:28б,;>0, ууЄВ,, ЄК", | | =1. 
WIRI “2”, MY u ЄН!(В*уй nt 
f,. (аш Ои +b (Dru)o + eunyay = | ‚ fvdy, 
в+ 
vvEH3(B'). 
їл? QNO 展 平 ， 当 n€ H!(Bt), ѕарриВ 


Ayu = Aju, i=1,>,n-1, 
РЕЛ, ЗДО ЕЕ, Iz 
ПЄСҖ(В), nG) =1, yEB,,(0), 


我 们 得 到 
12,3|, в <C Culo, p+ +1А10, в), G,D (п, п), 


H Rea,, 2266” Jë n 
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12,210, в; «СЧ, вт + ПЛ, ве). 


回 到 变量 x* ， 即 知 存 在 хо 的 一 个 领域 0'CO 使 
IDisulo,o no<C uli,o + ПА, о). 
根据 有 限 复 盖 定 理 ， 存 在 {04}Y-: 一 39， 使 在 每 一 0; 上 有 
Efit. WOSA, 使 {0}, ti O0, 上 由 内 部 
正则 性 ， 上 述 估计 亦 成 立 ， 故 在 整个 2 上 有 估计 
luls,o<C ul + ПА. 
这 样 在 情形 4uEH3CQ) 上 定理 得 证 。 
对 -- 般 的 9E 互 ?372 (99)， 由 迹 定理 ， 存 在 u, € H*(Q) 
使 Yuo=g， 且 满足 
[шь[»›о<<С]дЇз„»›, ao, 
&u=u+w, H] yw=0, H. w WE 
а(ю,0) = (,0) -а(иџ, о), урЄНЬ(О), 
ноя 
аби) afi CaijDiuoDID + biCDiuo)D + cun) dx 


= | C—DjiCaisDiuo) + Ои» + cuo) Ddx 
с 
=Í 工 Uogdx， 

о 


lLuolo<Cluol,,o<C’ 19122, 30. 
由 已 证 雾 边 值 情 形 的 结果 ， 
101, «С, + [Л], + [Lu |o) С Auli + Ifl, 
+1912, әв). 


从 而 
lulz «С, ,о + lflo,o + 19132 ае). 


由 范 数 内 插 不 等 式 ， 对 任意 620, FEE CED 使 
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uh,o<elul,,o +C) lulos 
A eE Се= 1, НМЕ 0.57), | 
对 于 其 它 边 值 问题 也 可 类 似 讨论 解 的 正则 性 。 


87 二 阶 椭圆 算 子 的 特征 函数 


本 节 我 们 假定 二 阶 椭圆 算 子 
Шш = – рубаи) + biDiu + cu 
ЖЖЖ Н ЕЙ, MIER АЗ 
L*u= - D,(a;;D;u) + Di(Biu) + би 
与 世相 等 。 这 里 工 和 六 是 НСО] НСО) 的 有 界线 性 算 
子 。 工 = L* 相当 于 
а(и,у) =аф,ч), YunE 甩 CO)。 (2,58) 
易 见 (2.58) 成 立 的 充分 必要 条 件 是 
аб) =a), 
ро) = - 0), (2,59) 


T -c@) = 201, 
i 


我 们 对 系数 作 下 列 假定 
абу EESE, x€ OQ, € R", 
а: ЄС), bi,c € L=(Q), 
由 Gárding 不 等 式 ， 存 在 A2>0,67>0 使 
а(о,0) + А|0182207 1018, Vo€ H;(Q). (2,61) 
E НСО) БАЯ 
(Cu, v)) =а(и,0) + Aou, v), (2.62) 
qH 0.58) — 4 H (Q) 上 的 内 积 ， 由 〈2.61)， 这 个 
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(2.60) 


内 积 相应 的 范 数 跟 H, (O) 上 的 范 数 等 价 。 由 Riesz 表示 Ж 
理 ， 对 任意 SCHO), EE GIEH (OME 


ССС ,0)) = С,0), (2.63) 
对 f, g EHO), BAAR 
С, 9)) = (Gf ,G9)), (2.64) 


这 样 有 -1(Q) 关 于 这 个 内 积 也 是 一 个 Hilbert 空间 。 H i A 
H1Y6(Q)C L2 (Q) 和 1200) СНО) 的 紧 性 ，G 是 H3(0》 
《L2(Q) ,HCQ)) 上 的 紧 算 子 ， 由 于 对 f ,gE€H3(9)， 

(CGf,9))1 = (f,9), 

((,Gg) = Cg, D: =,D = (f,9), 
故 

(CGf,9))= Cf,G9)), V f,g€ H;(QO), 
Jm GE НСО) КАЗАО, G J: НСО) БЕТТ. 
ERE, X uEH3(Q0) ,u 寺 0， 

((Gu,u))i = (и,ш)`>0, 

算 子 的 一 般 理 论 ， 存 在 正 畦 值 序列 和 一 0 01 
Ui, {Ui} ?er E HIO) :hi 完备 且 关于 


内 积 (( , D 
GU; = И, (Ui, U) =0, ij. 
{UJELO да HCO FALE 58: 
(Ui, U;) = (ОШ, у), = 00,0), =0, їЗє7, 
CU,;,U p) = (60,60 0), = TdiCUi,Uj)) =0, і, 
HEKE U, 也 是 算 子 工 的 特征 夯 数 。 山 G 的 定义 ， 对 
Eu € H (O), 
«СО, ,0)), =a (GU, ,u) + „(СО ,ьу = (0,0), 
由 GU; = 20, 和 工 的 定义 得 
Mia(UiDD + Aoãi (U, v) = (2,0), 
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«1, у= (ЕЯ -5ь)ш ә), 


1 1 
LU,= (Хх -4)0 А, АА, 


E О, 按 DO ОНЫ, ДИЙ 
. (Ui, U) = бу, 
则 由 前 面 的 计算 
(Ui, UD) = А! = Оң + А)", 
(Л ,Шууул =% = (4 +%), 
Ж (U), аж ТШ, {o+ A) ЖШ} А LO), 
HH}C0)，H-1(9) 中 的 标准 正 交 基 ， 再 泊 Parseval 等 式 ， 我 
{из 
定理 2.16 OCR RARR, MANAF LH 
KAMER fk 2.59) 82.60), METERAN U} т-а 和 数 
ЯКА) 满足 
LU, = AU, 
{04} ,+ 和 0) 一 A204} 和 {Ch4+ 401⁄2U,) 分 别 是 LO), 
HOGER, DOM HNO GERR, D-) 中 的 
标准 正 交 基 ， 级 数 
> U, 
i-i 
在 LO) ,H' Q) MHO KAREA BEREA E 
j > le |2<oeo, >G + М) |e |2<oo я О +A е, 
=] i=l i=l = 
ЭЖЕЕ V = HYO) Н = 120) ЕЗИНЕ ЙОЗЕ 
= 133 


的 上 述 结 果 ， 我 们 有 一 般 的 结果 

定理 2,17 ZV RH ЕҢ Hilbert Zi], V ДЕН 
密 ， 单 射 Tu =u)k УН раджу, V ЕЙТ EREE 
таби, о) J Je $u hpk ЖЕТЕ 


a(u,u) =а(о,и) 


和 强制 条 件 
alu, v) >alvli, VvEV, aD>0 是 常数 ， 

则 如 下 定义 的 算 子 

D(C(4)={uEVlalu,v) 在 V 上 关于 范 数 | lz 连续 }， 

a(u,v) = (Au,v)n, u€ D(A),v € V 

有 特征 画 数 序列 Ei 满足 

АБ, = МЕ, (Е,,Е;у = б, МЫҢ ЕЈ, а + оо, 
{Ei}?m ЖУ rh BJ # Ж. 

RIIK ЖЕН Л, ЛУ — ҖЕТЕ ОЕ РН СЙ T, С АР 
征 值 问题 称 为 Sturm-Liouville 问题 。 

例 1 设 2=(0,1), 在 Hi(Q) 上 取 共 力 双 线性 型 


1 du do 4 
2009 [їс 5 т 


显然 4Cu,v) =alv,u)， 相 应 微分 算 子 为 Lu= -dzu/dx2， 边 
条 件 为 u(0》=u(1) =0， 经 直接 计算 得 特征 值 和 特征 画 数 

Am= mn), Em=v 2 зіп(тлх), m=1,2,°。 

例 2 V=Hi(0),Q0=(0,1)， 双 线性 型 和 微分 算 子 同 例 
1 ， 这 时 边 条 件 为 & (0) = (1) = 0， 相 应 特征 值 和 特征 耳 
数 为 

Ам = (mx)2,E,Gx) =1, E, (х) = V 2 соз(тлх), 
m=1 ,2 °°. 
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їз O= (0,20), atuo) = |" 48924, 
У={0ЄН!(0) |00) =2(2х)}, 
相应 特征 画 数 正 是 三 角 画 数 系 
1 1 Т. 
Ут ^а ОТ» ау m=1,2,°"。 

现 转向 讨论 多 维 情形 。 

例 4 Q= (0,а) х (0,b),L= -4= – (8 /әх* + 37/34?) , 
边 条 件 为 u=0。 用 分 离 变量 法 解 得 特征 值 Н ГР ПЕ Eq ЖС 
为 


À 2 (2 т? плх тлу 
nm= hga tpa) Dam = віп с іп р» 


п,т= 1,2," 
边 条 件 为 34u/3n = 0 时 相应 特征 值 和 特征 西数 为 
2 2 
Mnm = e(r + T ), Unm = eos )ee (82), 
n,m=0,1,*, 
由 三 角 画 数 系 的 完备 性 易 得 {unm)} 的 完备 性 ， 从 而 我 们 写 出 
的 是 全 部 特征 画 数 。 
例 5 Q={Cx,D |х +028), L= -A= - (3?/3x? + 
3?/3y”)。 我 们 要 解 特征 方程 (4+ 和)h=0。 变 换 为 极 上 坐标 
Cr,0), ЯЕ 8k 9 的 Fourier 级 数 展开 


hcr ,0) = h Cr) + Dn ere +_„(туе-!"ёу, 
m=i 


在 极 坐标 下 ， 
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- 2. F. +1 ә? 
ir rš 5352。 


把 ECr,0) 代 大 家 坐标 下 的 方 召 工 比 较 系数 得 


haa Laa (а) 
{жум +(4#-)ы=о, m=0, +1, 2,6, (2,65) 


Эй ВЄН (О), ILR h. CR) =0。 这 是 一 个 一 维 的 特征 值 
问题 ， 特 征 值 必 为 下 党 ， 售 s = 外 r， 方 程 (2.65) 变 为 m 阶 
Bessel 方程 
2. 
h” + +w + 人 (1 -7 ):=o, (2.66) 


当 m2>0 Ph, “Zf: s= 0 TE П 


г. =(>)` то) 


2 m<0 时 ， 今 Jm(S) =i) (5), E TRE (2,66) 
的 解 。 щ2ы0=1,2,- DPR JA OWE Zmi Л 
相同 ，4 的 尘 征 估 为 

Mnj = (Zmi/R)’, т=0,1,+*, ]=1,2,*, 
相应 特征 两 数 为 J Съ r /Ryetme 。 


3 B 


1. a《u,V) 是 实 Hilbert ЖН 上 实 值 、 有 界 、 强 制 双 
BEW, KHAR, MEHEA ГЄН”, Е u€ K 
使 

au 一 10 全 (Fo 一 2， vree K. 

2. 证 明 НСО) ñ Hy CQ) f Hilbert 空间 。 
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3. ENCODE HyCQyrh 8, эх шәО ЄС, 
4. 写 出 Poisson 方程 的 混合 边 值 问题 
-4и=}, ОЙ 


ди 
u=go ГЕ, эу 9 Г.Е, ӘО=Г,\)Г, 


5. ШЕЖЕ З PERI 
а(и,ь) =| Du . рвдх+ | с(хуиваг (ох) ;>о>0у 


在 2 上 关于 Н! (Q С ЇЙЇ. 
6. ЕНД ЮЕ ЕМ 


a(u,u) =| Du » Didx 
在 空间 
[eno Ifi war =0} 


上 关于 HO) pi RGR H 

Ta aah ass SE ETIR. 

8. ШЕ. 若 fECRY, f’ EL°CR'), u€H:i(Q), 
则 yf (u) = fend. 

9. ƏQEC', aj ECG), bic EL°(Q), аё 
alë]? xEQ, ZER", а>0, ПЛ {Е 420, a'>0 1E xF 
IEX vE H' (Q) Hy 

a,v) + Х|] >a jeli. 
10. 工 为 散 府 型 二 阶 一 致 强 椭 注 型 算 子 ， 写 出 问题 


дш, 2 
ару 9 


Lu =}, 
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的 变 分 形式 ， 叙 述 并 征明 解 的 正则 性 定理 。 
11, 对 第 三 边 值 问题 


Lu = f, Эр t u = g 


考虑 变 分 形式 和 解 的 正则 性 定理 。 
12, 设 V = НО), OC Rs, 


a(u,u) =Í Пир, + eD,0) + D,u (D,D -cD,0)dx, 
Q 


L) = (Ї,0) + (у,у ov) L290, TELCO). 
试 解 问题 
u€V, aGu,v) = 工 (0)， yvEH 9), 
设 uEH2?(0)， 给 出 这 一 变 分 方程 的 逐 点 解释 。 
13. 7E HCO) E BEI HEMER ETI 
a(u,u) = | as Dru DEJA, QER", 


KEHRA а Яп В ТЕ lam, [8 «т RA, a, BEZE, 
假设 
Re D} а„&°'°>8 уу tto, xEQ, YEER", 
loi-lpl-m 1а! -т 
50 HHI, aap ECD), |а| = [81 =m, а, ELCO), 
证 明 存在 6 >0 和 4>0 使 
Realv,v) + А1015226* joli, vvEH?(O), 
14. 建立 2m 阶 椭圆 型 方程 解 的 存在 、 唯 一、 正 则 性 定 
理 和 特征 展开 定理 。 
15, a(u,v) = (Ли, Ли), Е аби,0) Е НСО) EIR 
制 ， 解 问题 
аЄНг (0) ,а(и,и) =(f,v), ушЄН (О), 
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其 中 SELO), 并 给 出 逐 点 解释 。 

16. аб) = | ,AuAvax， 对 feELx(0) 解 变 分 方程 

u€EHO ПН} (д) ‚аби „у = (f), 
vrEH:(0) NH3CO), 

解释 u 所 满足 的 边 条 件 。 

17. QCR?， 在 弹性 板 理论 中 考察 

ои, у) = ca, (u,v) + (1 - o)a,(u,) + Í, ашйх, 
其 中 o € (0,1) 是 板 的 Poisson 系数 ， 

ас, =| AuAvdx, 

š Q 


2 du Əv _u əv 
аби,) = о Әх} Әх} + дхудх, Әхүдх, 


ðu dw d 
+ аха әх) °, 


a|, (x)Z>a:2>0, 
证 明 对 fEL*(Q)， 存 在 uEH*(0) 满 足 
аби,0) = (1 ,0 ， YvERH?(QO), 
若 解 光滑 ， 证 明 解 满足 方程 
Au + аи = ј 
和 边 条 件 
Aut c-o) [о - з оор Уа] 0, 


ә 32: ә? 
"аю +Q -0) r |? ( Зх 7 әх? ) 


ац 
+ Cv? -vx | =0, 
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其 中 为 单位 切 向 量 ，v = (2 ze) 为 单位 法 向 量 。 
18, 设 有 界 区 域 OC R" 的 边界 3QEC“"， JE (9)， 
证 明 问 题 
u€ H;(Q), -Au=f 
Big u cH"? (Q), 
19, ELEH ЄН СО), s>0, EHu ЄН*#ї (Q), 
20。 解 符 征 值 问题 


а?и > 
т = Aju(x),0<x<1,u(0) =u (1) =0, 
21. 解 特 征 值 问题 
d2u ; 
фт = Au(x),0<x<1,u' (0) – ки (0) =0, 
и (1) + и(1) =0,h>0, 
22, 设 8 3 例 6 中 的 系数 
aa 条 ECICGh) ,k=1,2,i,7=1,°,n, QEC,S €C, 


证 明 
uk € H2(Q,), k=1,2, 
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第 三 章 ”抛物 型 方程 


讨论 发 展 方程 (抛物 型 和 双 曲 型 方 各 》 的 一 个 基本 观点 
是 把 它们 看 作 抽 和 象 画 数 的 常 微分 方程 。 为 此 我 们 提供 抽象 画 
数 微 积分 学 的 一 个 纲要 ， 并 着 重 研究 了 一 类 抽象 夯 数 空间 
《W(0,T)) 的 西数 的 连续 性 ， 从 而 使 常 微分 方程 的 初 值 有 意 
义 ， 工 且 使 分 部 积分 公式 成 立 。 
与 Lax-Milgram 定理 相当 ， ар Lions 定理 作为 常 微 
分 方程 弱 解 存在 唯一 性 的 基础 . 我 们 用 牢 洋 方 法 和 Laplace 变 
换 研 究 常 微分 方程 的 强 解 及 角 性 。 ЕЛУ 82 
си ФОО ЛЕТЕ ҮЙӨ EBE, W 
ВТОР 一 方法 。 
ду? чне нЕ А ЕВ ЈИЕ УЖ Ч HJIH. ЖИИ 
FERR, ТТЕ SEE & JJ ye ВЕ Йу Sobolev = 
Па], ЖЕЎЕКЕ} ЖЕР] By ТУ ЖЫЛ. m eR 可 以 承认 在 中 
ү ТЕ ЗЕ ЖЛ АН nf EA КЛМ, AAT E ПЕ: ВА] 
题 。 


81 抽象 函数 


1.1 ваная 
设 刀 是 一 个 Banach Æ, WWR IER. 
定义 5.1 以 区 间 IC R: 为 定义 域 、 值 域 在 互 中 的 映射 
f 称 为 抽象 夯 数 ， 记 作 f: J>B。 
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例如 ， 给 定 二 元 Eq 3 f(x,ty EL2((《a,b) x (0,T))， 由 
Fubini 定理 ， 对 a.e.tE(0,T), fC,DEL(a,b), 故 
f(D 是 (0,T)->L*(a,b) 的 抽象 画 数 。 

定义 3.2 if: I>B, #1E t A 

IFO 700) 10 G—t), 
则 称 f ТЕ toiki, SEILEAR E, 则 称 了 在 区 
间 了 上 连续 。 

用 数学 分 析 中 同样 的 方法 可 证 闭 区 间 [4,5] 上 的 连续 抽 
象 画 数 SGE, BIHER E>, FEDO, EH t,t E 
Ca, b], [ti-ta <8 0, [|/@а,)-/@„)[|<. н зу 238068 
闭 区 间 [a, 幻 上 的 连续 抽象 画 数 了 必 有 界 ， 即 存在 M0， 使 
对 任意 te[a,b]J8|/ G) |<M. 

定义 3.3 WELEI, EDEBE 

ПОРС) - fGQ))/h-b|—0 Q—0), 
则 称 SZE е, b MME SHE с КО, ЕТЕР О). # f 
在 工 上 每 点 可 微 ， 则 称 РЕ I ре, ATATA 7 Q). 
类 似 可 以 定义 高 阶 导数 ГС) S, РОО суш, 

定义 3.4 车 在 ttET， 各 阶 导数 f C DFE, k=l, 
2，…， 且 在 如 的 某 邻 域内 有 竺 级 数 展开 式 


19 = 十 fC), 

则 称 了 在 点 如 解析 。 

H f HE to MIT, ERARE to 的 一 个 复 邻 域内 也 收敛 。 
自然 可 以 研究 复 变量 的 抽象 画 数 。 

定义 3.5 ”车 对 任 一 bE B/， 数 值 画 数 (2 SOE t € 
了 连续、 可 微 、 解 析 ， 则 称 f 在 t, 弱 连续 、 可 微 、 解 析 。 

车 了 在 一 点 ( 强 ) 连 续 、 可 微 、 解 析 ， 显 然 必 增 连续 、 可 
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微 、 解 析 ， 反 过 来 当然 未 必 成 立 。 


1.2 抽象 西数 的 Bochner 积分 


定义 3.6 设 {4i}?-1 是 区 间 1 的 互 不 相交 的 有 有 限 
Lebesgue 测度 | Ai| 的 一 组 子 集 ，{5i)?-1 是 吕 中 一 组 点 ， 由 


0) = 27 Xa (Db, 
i=l 


定义 的 1->B ОКО, XN ха KOR ARA A 的 
WERS CEA 上 取 值 为 1 TEA 外 取 值 为 需 。 

定义 3.7 设 f 是 I>Ba.e. 定 义 的 抽象 画 数 ， 若 在 1 上 
存在 简单 西数 列 fn 使 

Ia) -/@)[->0 Cn->co),a.e.tET， 

则 称 / 在 工 强 可 测 。 若 对 每 一 六 ЄВ', ОД” 《f(t)) = 
O EOT, WL f sm, 

请 读者 自己 证 明 Г 上 的 连续 丽 数 必 强 可 测 ， 又 强 可 测 西 
数 必 弱 可 测 。 反 之 有 

定理 3.1(B.J.Pettis) BTA, SATWA N 

定义 3.8 BIO =); xa, Obi 是 了 到 已 的 简单 夯 数 ， 

4-1 


则 定义 了 在 工 上 的 Bochner 积分 为 
f 1094 =$) ol4il。 


定义 3.9 Ш/У&1>В HRA, H ЛЕ 在 简单 画 数 
列 fa 满足 
ПР) — fC) 0,a.e.tEl, 
Јо Лао cnoo), 
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ЛІ f TEI E Bochner 可 积 ， 且 其 Bochner 积分 
[ fdt =1im f. yas, 
1 ppe 7 


容易 验证 ， 定 义 中 的 了 强 可 测 ， 极 当 im| 7, ayar e 
在 ， 且 不 傅 顿 于 序列 f, 的 选取 。 

定理 5.2(Bochner) 强 可 测 西 数 f Bochner 可 积 的 充分 
BERME |A| Lebesgue 可 积 。 

定 现 3.1 和 ?3.2 的 渤 明 ， 请 参见 Yosida 的 《 泛 而 分析》 
V 94.5. 

推论 3.1 H f ТЕТ 上 Bochner 可 积 ， 则 
|, леа <], iroa 
ИИ ЛИНЕТ, 

推论 3.2 ТУТ 0. Banach 2 H| B, J Banach +X ji} B, 的 
ИЙНЕ, f: IB, HBochner 可 积 而 履 ， 则 T/ 是 
I—B, 的 Bochner тй, Н. 


| T7COa=T| гой, B.D 
1 1 
MRV EB, N 

f, wta = (v f roa). (3.2) 


1 ЕЛ mT f М: IB, 的 Bochner WRT), PTERA 
ШК f. 1—>В,, # 


[aao лао асно), G.9 
BAITHE ОРИ: 


ITE -TEO la ІТИ О-О 12. 6.0 


= 


由 
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ПАС) -7@){в,—>0 (n>), a.e.t€ I 
得 : 
ITa) -T O) || s,—>0 (поо), a.e.t ET, 
x TÍ, 为 B, 中 的 简单 面 数列 ， 由 (3.2)、(3.4) 得 
| rm -Т/ый-®0 (aco), 
#k Tf Bochner т Н. 
[ Tfar=1im Tfadt, 
1 азо р 
ЖЕ ОЕР Я WL 
Tfadt=T 
тат | ла, 


分?co 取 极限 ， 考 虑 到 了 的 连续 性 即 得 (3.1)。 | 
定理 5.3 设 j (0) ЄС([а,»]; В) = [а,Ь]->В 连续 所 


Ра Ж, Mr Taylor 公式 


FO =F + уф ауз ft Ф аут 
1 b 
+ eni e-one Hdt, (3.5) 


证 明 REB, HERATA 
P) = fA). 
Bii g€ C (Ca, b, НФ (0) = (0,7 (0)), k=0, 
leven, 《见习 加 4)。 由 带 积 分 余 项 的 数值 函数 的 Taylor 公 
式 得 
CH ,f(b)) = Ф) = (а) +g (a) (b-a) + + 


g ©- (а) са 
таге 


1 > lp (n 
еол Коно о оа 


=G ,fC + f'(a) (b-a) + == 


Ачха (a) 
(п-1)! 


Фа)" 


+ зг, G ay" e qayan, 


= 


由 4b 的 任意 性 ， 基 于 Hahn-Banach 定理 即 得 (3.5) 式 。 | 
推论 5.3 设 fEC'l[a,b];B)， 则 有 佑 计 
О) -/‹а)[<тах[/” Ф -а), 


定义 3.10 设 f: IBR W, p> I OEL, 
则 称 EL’, B), HEX 
1⁄? 
ИЛ? »=(|, мора) . 
BIHER T CCIR SEL? U’ ,В), Wtf E 1.01, В), 


1.3 广义 抽象 西数 

定义 3.11 ССС) В Hy 一 个 连续 线性 映射 了 称 为 一 个 
BHU р, EpC) 取 的 值 记 作 SO = (/,Ф). 
8B 值 广义 画 数 组 成 的 空间 记 作 2” С, В), 

例 设 fELibob1;B)， 映射 

l, KOFOLU 

定义 一 个 CIB 的 连续 线性 映射 ， 从 而 是 一 个 B 值 广义 
画 数 ， 仍 记 为 上。 对 可 分 Banach |н} B ,#7,9Є Lk GQ; B) 
定义 同一 个 妃 值 广义 画 数 ， 必 有 f(t) = g(t)，a.e. 于 I. 仍 以 
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Глаз ВИШ, HH 
¿o= [| seo raya, 
定义 3.12 BIEZ B), ЕР ЖЮ 
К 
СФ) = - f,e”), VEC. 
iz ВСС, иє1^(Ї,Ву, v€ (T CW K 


f, ror oaz -| porod, veecsa 
I 

п du 
则 记 u = €G C). 


1.4 LxCR!yX) 的 Fourier 变换 和 空间 HRX), 
对 Hilbert 空间 X， 在 ЈАСЕН, ХЭА Ч 
Ф, = [o aya, 
ТУСЕ ХЭА Hilbert 空间 。 在 LCRO fh TER Ж 
У Fourier 变换 


et 
Josy | eu, 


它 是 LCR};X) 到 12CR}，X) 的 一 个 等 距 同 构 ， 即 Parseval 入 
式 成 立 
ИШЕ ИШЕ 
fu aya | doa, 
HURAR 
10= zf fd, 
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定义 3.15 ТУЎЄ ТАСВ, Х), lel AO ELR), 

则 称 /e H*(R1,X), ФИО КҮК 
Пана о (|С аж Doan, 

REY, H' (a,b; X) H НВ, Хуа, bD DU, 

НС, X) j&t Hilbert zej] X h Te ff -- E Hh Ж Bi Ek 
的 分 数 Sobolev 实 闻 。 就 其 变 元 个 数 为 1 这 一 点 来 说 ， 比 . 
第 一 竟 中 的 n 元 复位 ИРЕШЕП, 号 来 的 证 明基 
本 有 效 ， 只 要 记 住 把 复数 滋 积 换 成 X 中 的 内 积 ， 把 复数 的 绝 
Ж ЮЛЛА 

定理 3.4 #756 (0,1), MW 

Н*(Е!,Х) =[rer olf r r lucs =t) 

о J-e 


— u(x) | łdxdt< со } 
Тан у I o+ [ea S рассо 
-u(x)||łdxdt, (3.6) 
ЖЕЙН (H Parseval 等 式 
Ë r= Г [иб - t) — u(x) [58х46 
° e. 
= 人 Гете -11212 CE) 15а 


=f morf көтөн зака, 
注意 到 0 过 s<<1 时 ， 积 分 
下 tet]eit арос, 
进行 变 朋 替换 得 
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|, стил oit? — 1 |êdt = jeie feer == С, 
° ° 
а 


° 


Ë 12. Г [ас 0 uc) сае 


= c, [tac нае, 


[waya | юса, 
СЗ п), Í 
推论 3.4 (У 5Є (0,1), ЧЄН"(К', К), H% t<0 hF 
и) = 0, i 


[ено на<си о G.D 
出 (2.3) 式 
Сі и >F сз [e —4) —u(xz)|zdxdt 


>f Е Í асах 

0 0 

B Ju G) uf t—2s 1dLdx 
° А 


1 f> 


=з], аә Нах, 1 


жїз. 设 sE (二 ,2 )， чене, х), Еа 
С=С(5) {E 


Juk) ~ uO СТАД ulus ati. б.® 
8208821, 
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$2 H”: (OZA 


2.1 H''*(Q) 的 定义 和 求 导 运算 


在 抛物 型 方程 和 双 曲 型 方程 的 研究 中 ， 空 间 变 量 x 在 区 
域 QCR" 中 变化 ， 时 间 变 量 t 在 区 间 (0,T) 中 变化 ， 区 域 
Q=Qx(0,T) 总 是 
不 规则 的 ， 即 有 先 
39x{0}。 方程 中 
空间 变量 和 时 间 变 
量 的 地 位 不 均等 ， 
最 高 阶 导数 的 阶 数 
不 同 ， 或 其 前 符号 
ЖЕ, ЕНИП 
ERINE A Ги] Ят: 
性 的 Sobolev 空间 ^ 
H" (Q), 确定 共 
中 的 画 数 在 侧面 
了 =3Q x (0,T) 了 到 的 边 秆 和 在 底面 {1=0} 上 取 的 初 值 所 属 的 
空间 ， 此 即 所 谓 迹 的 问题 ， 反 过 来 确定 边 值 和 他 值 满足 什么 
条 件 时 ， 能 够 在 CQ 上 找到 一 个 画 数 恰 取 给 定 的 边 值 和 初 值 ， 
这 就 是 迹 的 提升 。 当 限于 L 理 诊 时 ，Fourier 变换 是 一 个 有 
效 的 工具 。 

我 们 总 假定 2 是 А" 中 边界 足够 光 浴 的 有 界 区 域 。 

定义 3.14 DLO=0E, DRT v =V x,t) СІРЕ: x Ri) 
的 Fourier 变换 ， 定 义 
H" (R3 x R1)= Hr'* = (e€ L2(R" x RY JOCA + |£|2) "7° 


ле ч 
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+ (1+7)"?]EL(R: x Ri)) 
Nullr,sn*x a! = 101, 
= рога + |#|29 "2+ +]? сарві, ` 
显然 当 7 和 s 为 非 负 整数 时 ， 
Н" = {0Є12(В" x К!) | Юго, Dv ELR” x R’), a€ Z:, 
101<7,8Є2.,,0<8<), 
定义 8.15 Н" (Ох (0,Т)) ЖН" (Ri x R HQ = 
Ох (0,T) 上 的 限制 。 
容易 证 明 
Н" (Qx (0,T)=L(0,T;H" (Q) ПН (0,T;L?(9)), 
TAM H" (Ofa Не (0,Т, X) ТЕТКА Ж, Hr,sE 
《0,1) 时 


lu] сох or) = ПА, охсоот = ПЧ, е 


т асб, 0) -ибу,0) |° 
= — rass —dxdydi 
Idaa «душ 


EE 


= 2 
JE Таб х) uh l edt dts, 
oJoJo 


[ti -tt 
定理 3.6 设 uEH"*(Q) ,r,s>0, j ЯП k EINE, 
WE ' 
1 -(®+)>о, 
me] ЫЛА 
DIDiu€ H" (Оу, + = 1 -(®+®). 


证 明 只 和 需 考 虑 Q= Rx Ri 的 情形 。 由 于 
I CDEDIW | = (EtaEta, 
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又 注意 到 шт +i/r+k/s=1, FIA Young 不 等 式 得 


SA 
соса +119" + GQ +, 
类 似 地 
IEP Тера + сс Са + EDA + Q +y), 
Ж Н” (ВЕ x R}) 范 数 的 定义 即 得 结论 ，1 
2.2 H” (0) вж 
定理 35.7 iQ uc HiQ, r>, s>0, ТЕХ Е 


Бї ау, PCr- G 为 930 的 外 法 向 )， 且 有 


PIES 
La 


2 


dtu uj _ vj 
303 € H; ; (2), = r a 


Gfs=0, Ару = 0), 


| w 
MEA u зу M НР OSI Н^+ QD 


т>, WILH Diu(x,0), k<s- 


L, 
2? 
Diu, EHO), pr= (s-k-7) 


иери A H"? (О) Н?) 
证 明 ”由 定理 3,.6， 只 种 考虑 7=K=0 的 和合 形 。 我 们 对 
ЖИР ЁЗ ТИЕН, {ШУ AER ERES. ГАТ — 
样 ， 可 归结 为 G= R: x Ri £ ДОМ Z, 
Ш чЄєСо(Е"' x Ri), Ja Ze; u 的 Fourier 变换 ， 而 究 
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芝 是 对 哪些 变量 取 的 ， 从 变量 记号 一 看 便 知 ， 由 反 演 公式 和 
Fubini EHF ki 


007 a [ua oas, 


£ = Eie, Ena). 
由 Cauchy-Schwarz 不 等 式 得 


o ағ, 
[а^ оС a T Бет ETN 
f (a + EA io "/2 + (1 +r?) /2)? 


x [а ,7 |242, 
对 第 一 个 积分 显然 有 


Se 
- (+ [E A + ae 


<f aay =f а dn _ 

=) аа + [21 +1 + г 
= (ї+| |32- И 5. 

B r> 


dën 
Paya <= 
故 


oo dën ç 
[asam ra 0d e 52" 
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=CG+|# D7, 
类 似 地 ， 
e g, [n 
pe са + I>) ?/2 + а +?) {вуз i ла (ё: + a + т?) */зу% 


=C +i 
= С(1 +12)", 
合并 以 上 两 不 等 式 得 
NUC, En, e) 二， x 
=Í aa (а+ 1E 32+ (Q + 9) 232 
в{-15ві 
х JAE’ хат) [248 dr 
«аја DAD 
с. гад 
х [8E ,xn,T) [295 dr 
<cf ‚ат СО +16197 Eer) ea) 
apa 


x |а(Ф,т)|%4ф4г 
= бшп. 
特别 对 xx = 0 有 
асе ,0,°) Ni, ,as71xa! < С|а115, „зві 。 63,9) 
对 任意 ЄН", (ЕД, HEIE um ECR: x RWE 
lu, = 01.0 (т->со), 
从 而 . 
um = us |—0 (m,m >). 
由 上 述 估计 (3.9) 得 
Hum Ce ,0,°) -um (6,0, «) 1, «Си — um lr, 


т,т/->оо, 
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H H” 的 完备 性 ， 存 在 x(*,0，) 满 足 

luCe,0,*)-umCe,0,*) lu, —>0 (тоо) 

又 由 
[а Се ,0,°) hs,,<Clunilr,s, 

{т moo 取 极限 得 (3.9) 对 任意 uEH"** 成 立 。 |l 


2.3 ”局 部 相 容 条 件 


上 面 我 们 研究 了 纯 迹 ， 即 分 别 在 变量 x 和 上 的 边界 Z = 
3Q x (0,T) 和 Q x {0} 上 的 迹 ,只 要 Не" # H? 的 次 数 合适 ， 
可 继续 分 别 对 变量 t 和 x 求 迹 一 一 混合 迹 ， 在 两 种 边界 的 交 
界 处 39 x {0}， 只 是 次 序 不 同 的 混合 迹 自 然 应 该 相等 。 

定理 3.8 设 r,s>0，1-2-(r 一 +S-) 0, EMERI, 
满足 


| -+(+ ++): (3.10) 
则 有 等 式 f 
рь? T 6,02 = фер (x,0), хЄєд©, (3,11) 


MEB ”由 于 一 开始 就 假定 了 20 光滑 ， 利用 平 直 化 和 局 
部 化 可 设 Q= Ri+， 这 时 要 证 的 是 


ә} 
р? Эту (*' ,0,0) = Di Diu(z”,0,0), (3.125 
{ 


由 定理 3.7， 
Di,G@7 ,0,t) €H*i ri (Rir1x Ri), 
27-2 
uj Vi 1 2 
a то" 
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再 由 同一 定理 关于 在 上 = 0 上 还 的 部 分 ， 
шщ 


DiDi, „0,0 ЄН? (Ег), p= phh i -k- 2). 


再 考虑 另 一 次 序 的 混合 迹 。 


Diu, ЄН"), m= Cs -k - 2), 


Di Diuc’ ,0,0) EH?1sCRY), pu=pk-i- і. 


EHA рк; = pfk， 即 不 同 次 序 的 混合 迹 届 于 同一 空间 ， 
且 相应 迹 算 子 连续 ， 对 光滑 画 数 (3.12? 显 然 成 立 ， 由 逼近 推 
理 对 一 般 画 数 它 也 成 立 。 上 


2.4 ”整体 相 容 条 件 


在 局 部 相 容 条 件 中 ，/ 和 的 最 大 可 能 范围 是 要 满足 不 
等 式 (3.10)， 这 时 (3.11) 两 端的 迹 都 有 意义 并 且 相 等 。 当 
《3.10) 成 为 等 式 时 ， 局 部 相 容 条 件 失 去 意义 ， 因 为 相应 的 


AREE 例如 j=k=0 府 , 十 + 二 =2， u,e 


РЕК 1): 1 АРА 
HRY, р- (в -1)-1, W FEB жж. BLR 


uG,0,D EHH (RxR), = j> psz, ШИЕ 
临界 情形 。 = 
我 们 对 定义 在 第 一 象限 R# = (0, + co)x(0, + co) 取 值 在 
Hilbert 实 间 X 的 画 数 考虑 这 种 基本 临界 情形 。H"…* СЕХ) 
的 定义 与 HH"… СЕЗМ. 
定理 53.9 ЄН" ЕХ), r,5>0 满足 等 式 
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1 
rt 2 (3.13› 


则 可 定义 
u(x,0) = (х) ЄН! (Ri X); 
Шол =gG@)€H1⁄2(R1,X). 
且 有 整体 相 容 关 系 


IN o™ (0°) -go 有 ac<Clular (аз, ху. G3.15y 


证 明 《3.14) 由 定理 3.7 推 出 ， 只 是 那里 的 画 数 要 推广 
到 X 值 抽象 画 数 ， 证 明 保持 有 效 。 由 于 r,s 地 位 相同 ， 不 妨 
it s<1,r>l, #i2ueC>(R:,X) 由 H"…*(R?;X)。 为 应 用 
Taylor 展开 和 推论 3.4， 我 们 改造 4 为， 使 v 跟 4 有 相同 
的 边 值 gx(0,9 =P(0,99， 并 且 " 在 x=0 的 1 至 [r] 阶 导数 
HE, Awe 


(3.14) 


v(x,t) = Si аад, о, 
kel 
其 中 ак 满足 
(s)+1 r i=1,=*,[r]; 
l, i=0. 
我 们 有 


> 4 
| [ис ,0) -u(0,o")1 
° 


К а 
<c (fiuo, o -veo O 


g d. 
+e, =0(0°,0") |2 可 
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ш ВТА «ууа do 
+ осот, ep -vco onl ) 
=C(I + I+D. 


Á F ulo’, 0) –0(0*,0) f o =0 BF ж iE 0 22, и(-,0)- 
v(*,0) EH1/?(R!;X)， 由 推论 3.4 得 


r=1 luces, оо, Ol 
«010и D0 ON ay o Сире а}. 
由 定理 3.5 提供 的 嵌 叉 定理， 注意 这 里 <s<1， 我 们 有 
[°(о*,0) -wo от) Со") "У Доо eol n. 
从 而 
H = [iroto 00", 2 


<; олноо fuco” y 1322 
° с 


= of 270 (1-12) 1 осо, e) Jfer; m do 
о + 

= c 站 me， Dl irri x) do 

<o lulis o. 


由 带 积 分 余 项 的 Taylor 公式 ， 注 意 到 vv 在 x=0 的 1-[r] 阶 
TRAE, RIE 


YX57] 一 1 z 
u(x,t) =v (0,t) = pri: Dy (v „уду, 
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la 人 xD -00D lx<Cx rn LD wy, ду, 


(3.16) 
由 于 DY wv(0,t) =0， 由 推论 3.4， 


Гео [DG оа we еар, х» 
Fr х7 рро, аха 
0J0 
«|; Drw, Diinan o dt 


<O S replies oat 


«С |0155» в». (3,17) 
于 是 由 (3.16) 
= а 
m= f? eso -v (0,0) -$ 


< o [| | Í =S (|° 1Dao(xz,a7) ae 
0 0 


四 2 d 
= cf owen (| [D vC, 0) xdx) "=, 
0 


° 


H Cauchy-Schwarz 不 等 式 得 


> авур ое" t n 
H <C|] or [ xme -rd р (х,о) ldx 
° 


° 


o*l" 4 
х x2(r-(r)dx 200. 
о с 


чү 
= cf [ оо Cx,0) 20х40, 
0J0 
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由 (3.17) 得 
H<C|u|#" (ат, n. Í 


现 转向 考察 一 般 阶 数 的 局 部 和 整体 相 容 条 件 ， 仍 限于 典 
型 区 域 R? x КІ, 
定理 5.10 设 uEH"*(R?xR}), r,s>0 满足 
I A Y 
б-у(к+у)>о, 


DiuG,0) = xG), 0<К<8--}, 


Di uC 00) =g 0), <ir- E, 


т-]- 5 
йїзїрє =-у(з-К--у), с „з. 2 А 


r r 


ЉЄН?т(Е}), gE H*g (Ri-1 x В), 


Aa 
pashi 7/72, 
TETN (3.18) 
i k _т-]-1/2 
ат т 时 ， 


F Е [Di fel ,0°) — Dig; (x 7)|2dx/ -2 
< Сары" esad., (3.19) 
证 明 由 定理 3.8 知 ， 只 需 验 证 (3.19)。 由 定理 3.7 得 
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Di Diu cH”? (R? xR), 
其 中 4,v 满足 

ш v» і К 

eska Ge, 


当 7 WE 


时 ， 直 接 计算 得 


x + у 2. 


对 Di,Diule,xn,t) CH”? (R3; L2(R1r1)) EH IE M 3.9, 
立即 得 估计 (3.192。 | 
引入 空间 


Fo={ drg e П H” (R:)x Пп H” pri (R*1 
i<r-+ 


k< a ——. 
2 


хро) йа 3,18), G.19)]. 


定理 5.11、 定理 3.10 中 定义 的 映射 


u-(fx,9;)y< im, 3<т-1/2 
是 卫 ""*(R? x R})->Fo 上 的 满 射 , 即 对 每 一 (fk,91) € Fo, 存 在 
š и= К(Ј,,9) €H"'(Rix Ri), 


Dhu(x,0) = /к(х), 0<k<s - L, 


Di u ,0,D =E, Sir- 


并 且 


їшї. във) 


<c( У) inant У lolity amiab 
I 


-2 7 m 
э<,--} 3<т-+ 


> F|. pines, 


"алатан 
—D:g;(x! 0") |20, 2), 
我 们 通过 以 下 几 个 引 理 来 证 明 这 个 定理 。 
引 理 3.1 设 整数 7 满足 0<j<r- у, Bp B FRE 


gi EH" ICRI? x Ri), 则 存在 VEH""*(R" x R!) 使 
Di v(x’ ,0,t) =g;(x” ,t), 63.20) 
10|, уве at Сз», вто (3,21) 
证 明 JPL 03667,7) т g; ЕО" „у Fourier 46ih, H 
定义 
(G1+|27]D2 + Q 22) 7 072903067 тә ЄЕК x В), 
ië e€ C2(Ri), p” (0) = 1, EK 
v(x,t) = Go екен ср |E |гу+(1+т?®у*/']—3/® 
хў С DEKA + IE [I+ A +T?) арат, 
(3.28) 
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在 积分 号 下 对 х„ Ж] ЖЇН, m 5CRA3CACG.20. 
现在 证 明 vE НСВ" x R!) , v 关于 x,t 的 Fourier 变 换 


0(£,r)=[1+|# |2 A TEE ‚туф 


XCI IE J+ CI+ TEn), 
[G + |#|99 + (1 +т?у*/#7%]0(Ё,ту]|ї 
«СГ + [E |2) 72 + Q + 9922 7J2| СЕ, т) | 
хф + IE 2+ CL HTE)? 
x[1+|Ë [2+ a+r) 
+С. 2" + [2 |? + aeea 
X IIC ,FIP + [27 [2+ C H T), 


v fg HUA CR' x R') 中 的 范 数 


о[ан - [га + [ED +A + r/o, т) |24 ат 


«с[јса + |z | 722 + G + т) 07232 
х[1+ |Р + C+r) 71-5110 eE e 
x |#(G + |E [2 (1 2) 7) V2,) ldgdr 


A 
хто DICA + |£ 


+ (1+1?) 2E) ағат) 
=C(I +I). 


ЖЭ ЖИЕК 1,ПРЯЖ, ЖУ 积分 得 
1 <[га +E? ат) егт ]#+ Q + 9979 
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х [ IDEAE y agar 
«о[ан rar иеа" ората 
<C|9|, узв mi, 
и 
пое rr ,OF 


ха+ т+а+г ута | ee егар: 
<С1д1,,.,,, эвГ!хвп]» 1 


引 理 8.2 设 1 为 区 间 [0,7 - 1 08 km, 


1 
(gi. € П Hz "СЕ" х К), 
了 -0 
ДЕ VEH” СК" x R') 满 足 
Di 007,00) = gG 0), 7=0,1,+,1, 
1 
lvlr,s snrxa СУ) 1931 js» ови rte 
5-0 


证 明 由 引 理 3.1, 对 每 一 g EH" СК" x RY 存在 
ЄН" (Е" х R) 满足 Doi=91， 做 画 数 
1+1 
Dj= У) aku; (x ,kxn,t), 
p=. 
其 中 系数 ak 满足 
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akk‘ =, ї=0,1,+е,1, 


1 
显然 "= уузу 满足 引 理 的 要 求 。 | 
r= 
引 理 3.3 Ф ЄН”) Е 
Di 9xCx’ ,0) =0, і<рк- 1 p= ( z - 1), 
(3.23) 
FL. Dio ,о) <o, ¿=n - 1 68% 
о)в*-1 .. , o , 2 , 
则 存在 ok EHR? x Ri) 满 足 
| Di окб" ‚04у =0, j<r-1 
Ріо, (х,0) = Ф, 63,24) 


forla аз ад) 


«(ња f f 
OJR 


рск „o| dx æ), 
с 


(3.25) 


当 pk - + FE Sebab, 积分 项 不 出 现 。 


证 明 由 条 件 (3.23) 可知 〈 见 下 面 的 引 理 3.4) PrE 
Н (ЕТ), JA mi 4 9k Si x, <0 Bf 29 22 PB О Eq Bc oz € 
H” CR”) , D) pk CÇ) ie Pk 的 Fourier 变换 ， 作 西数 


v(x,t) = (2) "2 fe `£ фса + El- 
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xP + [|2 "/2*2)42, 63,26) 
其 中 РЄ Co (R1), 00800) =1。 由 Fourier 反 演 公式 


р{шфх,о) = C207" [o фаг еб), 
v 关于 x,t 的 Fourier 变 换 为 


be r 
“za z. 


oE, D =Са+ 1419 PaE px (D, 


其 中 p 为 p 关于 变量 t 的 Fourier 变 换 ， 我 们 利用 了 Fourier 
变换 的 简单 性 质 

au 

Bet G) = сіре), 
我 们 来 计算 "在 五” 中 的 范 数 。 


Ганжа я еә 人 loc,Dlakdr 


<O f сажет + 11129 10,0 ladr 


br r 
Ps 


<c[a+ 1815 Госа + IED T]? 


kr r 
т 


хек аас C | G+ EE) 


[| 


x JACA + EDI) |2| pk (E) 12dgdr 
=C(I +I). 


kr r _— 
1f а+г о" lop + ED e arag 


- Гао |o a ea 
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Я! 1C) [ат = Ср [2а воа"). 


ir т 
2 


пеја+1197 Баа 


xf raas еро [вах 


- ано рае | пее совае 


= Се, 26р"). 
又 由 下 面 的 引 理 3.4， 


lklara 


2-4 а 
<б(їткїнөаъ + |... Ip со ра 48) 


( 当 рь — С ЯЛ), 故 对 估计 (3,25》 


Ri. | 
5 
(r)+1 
Ox) =06,0 — У) amt’, -= mes ,t), 
=-1 


这 里 am 是 下 列 方程 组 的 解 
[F]+1 


У) аь(-т)*=1, i=0,1,.,[r], 


m=1 
ок 显然 满足 
Di оь" ,0 =0, 0<i<r- 4. 


2 
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又 由 于 当 xsa<0 时 ，pk(xz) = 0, # 
[+1 


Diox(x,0) = DivCx,0) - X) anDiv(x’, -mxn,0) 


т-1 


[CrF]+1 
= 030(х,0)- anpk(z'， 一 mxzn) 


“=l 
=? (x), 
引 理 3.4 iZucH°(R1,X), X% Hilbert 空间 ， 


s>, u fB t о КОЗЕ, ИЄ H: СА, X 


的 充分 必要 条 件 是 
uo) =0， 0<j<r -地 (3.27) 
FD рсө, G3.28) 
Be 
= (-+4› 
Iran o «(Ека or P о). 
(3.29) 


( 当 s -于 不 是 整数 时 ， 积 分 不 出 现 )。 


证 明 由 定理 3.5， ЖОЕ ЖОЮ] uc H:'(R1,X)N, 
ut) GQ) EHI CRX), RMA 0<;<r-+ 时 ише 


C%R1, X), Wi u'1(0) 有 意义 。 和 定理 1.34 与 第 一 章 习题 14 
类 似 地 可 证 ， 当 对 某 一 非 负 整数 m ,有 m+ 二 <s<m+1 时 ， 
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EH*(CR!;X) 的 充分 必要 条 件 是 
900) =0, ј=0,1,--,т, 


而 当 в=т+-Ы, v=u EHV (RI;X), 由 延 拓 定理 和 定 
理 3.4 知 
| (Rl; De 
今 设 积 分 条 件 
I [wayta 
° t 

满足 ， 则 有 

f f waero 1ос+т -20l DWI? arat 


Г; vc EDO l? ardt 
° т 
°% (° [и(ї+т)у]? = [6 Пос) 12 
+ Е ето ara: +f È WOI arat 
+F f PED 00 аса, 
=: 
=I+H+Il+WV. 


I PERIS De 


зер Гана 


=f j: a5 r, fva’) [гат 
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„рева, 
° т 
= [101 
х af; SpA 


充分 性 证 毕 。 又 由 推论 3.4 知 s= т + М, 关于 积分 的 条 件 


《3.28) 成 立 。 1】 
定理 3.11 的 证 明 ”只 需 证 明 满 射 性 。 由 引 理 3.2， 对 
Ж 0,9) EFo, HE VEHY (R! x К!) 


aiv И 
SEDED, Kir- L, 
I 2 


= 9100, 0), 


PEHAR, Di pk(xz';0)=07<pk- 工 ， 


Ë. Die opar @ <=, ўер, 
由 引 理 3.3， 存 在 ЄН" Е x R1) 满 足 
Di o,o, D0, < 1, 
Dior (x ,0) = Фк, 
[8a)+1 


@k(x,t) = У) ањок(х,т), 


m-l 
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am 是 下 


列 线性 方程 组 的 解 


amm’ =ð, 1=0,1,++,[5], 
т-1 


则 5, 满足 


D4 orl ,0,t) =v, j<r - L, 


Diok(x,0) =бк Фк, 0<i<s- 1. 


最 后 全 
@= >) бук, 
<< a+ 

M] o WWE 

Di,oG,0,t = 0, i<r-+ 

WDE, =, К<з--у, 
u=u+o Дре 

Diu(x,0) = Ў. (х), 0<К<5- P 

Di u(x’ ,0,t) = gi(x’ t), 0<;<r-1. 
由 构造 4 的 过 程 可 知 满足 所 要 求 的 估计 。 | 


§3 空间 W(0,T;V) 


在 第 二 章 中 ， 我 们 在 fE€H™(0) = (H3(9))' 的 条 
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т 解 方程 
чЄНЇ(0), -Au=f, 
共 意 义 是 


Í Du.Dvdx=(f,v), МЄН СО), 
° 


或 等 价 地 ， 上 式 对 任意 vEC5(C0) 成 立 。 这 里 的 4 是 弱 解 。 
对 于 热传导 方程 


Ou 
-Au=f, ux,0) =u,GD), 
FELO, T; H-0), RIER uEL O0, T, H0), 
这 时 Au E L0, T, H-(0)) Б ёз € ТРО, ТНУ (йуу, 
那么 初 条 件 wx(x,0) =u EAEL? RTH HE BH #E 
ЖЕ WELx0,T3H3CO)) 和 给 ELO, T; H0) Z т, 
u 在 [0,T] 上 作为 Lt CO 值 西数 是 连续 的 ， 所 以 必须 假设 
xuE (9)， 工 且 初 条 件 的 意义 是 

{+ у -и„{„зоу->0 G—0 +), 


这 实质 上 是 一 元 抽象 西数 的 迹 的 问题 。 


3.1 空间 W(0,T;V) 的 定义 和 完备 性 


VAHEMAA H Hilbert 空间 ， 满 足 条 件 
VGH, V 在 二 中 稠密 ; || = 0141 =0. (3,30) 
这 里 | | 和 | “1 分 别 表示 吾 和 V 中 的 范 数 ， 对 应 于 内 积 ( ,> 
和 ((，)), VGH 的 意思 是 VCH 且 存 在 常数 C 使 
lul<clul, vuev. 
《3.30) 第 三 个 条 件 的 意思 是 恒 儿 映射 4>u А У ЗЈН д Д, 
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AF, ФЇПДАЧЕН Унна 空间 H 等 同 ， 即 把 
u€H 5 H h йл Ж 
(fu, v) = (и), ушЄН 
жй. 
对 固定 的 u 和 任意 的 vEV， 我 们 有 
с, |<Iullvl<clul ll, 
яри, e) ЄУ', #1, Div SClu RINER uev., HV 
ДЕН hy PEER и, УНЕ 2 ЄЎ, (и,0) = 0, 必 有 4 = 0, 
对 这 些 事实 ， 我 们 以 下 列 写 法 表示 
VGH=H':GV', (3.31) 
提请 读者 注意 ， 玉 与 H’ 间 的 同 构 是 根据 Riesz 表示 定理 
通过 互 中 的 内 积 建立 起 来 的 ， 而 V 和 V 之 间 Жк 可 通过 V 中 
的 内 积 建 立 同 构 ， 但 这 两 个 内 积 一 般 不 等 价 ， 因 而 一 般 绝 不 
ЖЕШ (3.34  У=Н=Н'/ =V' 这 样 荡 唐 的 结论 。 
引 理 3.5 063.302, HEV Ф. 
证 明 EV 中 以 下 列 方式 引入 内 积 ， 对 任意 f, e v, 
由 Riesz 表示 定理 ， 存 在 唯一 的 uf ,ug EV 使 
C, v) = ((иу,0)), (9,0) = (ug,0)), v r€V, 
A 
((f,g))' = ((Gur,ug)), 
现 设 /FEV'， 满 足 
((,g)'=0, удЄН'СУ/, 
对 任意 gEH， 存 在 ugEV 使 
(9,0) = ((чд,0)), VvEV, 
特别 取 v= uf 得 
(gs,41) = ((ug,uy)) = ((g,f))” = 0, 
Bdrg9=ujih|ju,|=0, ҢЖЇЁ(3.30),[чу[=0, HD f=o0,. 
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这 说 明 对 任意 fEV' ,由 ((f,g))’ =0,Vg€H, 推 得 f=0， 
根据 正 交 分 解 定理 ,这 即 表 明 吾 在 V' PRETE. [ 

定义 3.16 设 ICR! 是 一 个 区 间 ，H,V 是 满足 条 件 
《3.30) 的 Hilbert 空间 ， 定 义 空间 


изу) = {verdv) |v = тегаи) } 
和 范 数 、 内 积 
((Gu,u))w = [, CCCUCE) VC + CCu’ (0) ә” GO))7)4t, 


1а = ((и,и))». 
KEV 表示 v 的 广义 导数 ( 见 定义 3.12)。 
定理 3.12 ZEW Æ Hilbert 空间 。 
证 明 只 需 证 明 W 的 完备 性 。 设 un 是 W 中 的 一 Cauchy 
Ж], іча -umjw 一 0 《n,m->oo)。 此 即 
u, – чь аза p>0, ин е |з уу->0, п, тоо, 
H ДСТУ) 和 L*(I;V') 的 完备 性 ， 存 在 4 和 v 满足 


hus -ullra p>0, hus —ю2Й[„ р, 60, n=, 


实际 上 v=u 。 因 为 对 任意 ?EC3(1)， 由 us 的 定义 


Í Upp’ dt = -| uspdt, 
I І 


А поо 取 极 限 即 得 


Í ug’ dt = -[ ираг, 
I 1 


由 抽象 画 数 广义 导数 的 定义 ，v=u ， 于 是 lun 一 zw 一 0 
(n=), | 
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3.2 W(I,V)GCG(I,H) 


ЖО Epi EIERS 238 18 Ж si ЖЕНУ T ЭНЕ АЖ 
理 。 

定理 3.13 ШУН (3,30), ICR 是 一 个 区 间 ， 
则 到 (TYV)CC" 7,H). 

为 证 明 这 个 定理 ， 我 们 需要 建立 以 下 各 引 理 。 

下 理 3.6 C3(R';V) 在 1 上 的 限制 在 W(3V) 中 黎 密 。 

证 明 ” 先 归结 为 1= R! 的 情形 。 若 T= (а,Ь), аЬ A 
实数 。 做 函数 9 和 0,EC”(RD) 满 足 

0.00) +0,G)=1, iE (a,b)s 

OODE ba) 的 一 个 邻 域 四 为 适 。 


9 
À 
| 
| 
| 


A бис 
| A 


图 14 
对 WCa,b3V) 中 fJ Bš и 作 分 解 
и=бүи+б,и, 
则 буи (@,u)#gE 5%a) 的 一 个 邻 域 内 取 站 中 的 零 元 素 ， 作 延 拓 


Out), a<t<b; 


биа ={ 
ч@) 0, t>b, 


нан 


0, іа, 
可 直接 验证 
OuEW(a,cosV), @0z¿€W<(-eo,b,V) 
Ў = (a,+o0),uEW(a,+ со;Уу, {Еи HEE 
u(t) =u(t+h), t>a-h, h>0, 
可 直接 验证 
和 一 zwcoye 60 (0+), 


жи ECR ME 


a-b a 
图 15 _ 
1, t>œa-h/2; 
0, t<a-h, 
4 VDU, t>a-h; 
nof t<a-h, 


v={ 


显然 EW (R!;V)。 

HUEI C (R! V) QW (R! VAE WRV) hR e 
于 面临 的 是 全 直线 R, РИА T-BJ 45 R E 3 Ж 
化 。 设 p=p(t) 是 一 维 光滑 子 ， 做 穴 积 
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t-r Е 

= Jar. 
跟 数 值 画 数 的 情形 雷同 , 可 直接 验证 4u, Є C7 CRIV) ,并 可 在 
积分 号 下 直接 求 导数 得 


Кыша оно (7) 
=-= fix ибт) F(E) 


экш p (HENVED тнт OIRD, MAREKI 
导数 w 的 定义 ， 我 们 得 到 
uay = a| т cp (E7 Jar, 


НУНА С — r) /e Ge 是 变量 )->r 得 


u,G@Q) =u *p, (D se "ею 


u, (t) Sji u(t —єтур(т)ат, 


故 由 Minkowski 不 等 式 得 


lu, -ulr y 


(f. |. иб -єту —ult)) pW dr КЭШ 
<(,„ (fa lue -e -uolar уш)" 
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由 LCR!';V) 中 平移 的 连续 性 ， 立 齐 得 到 
Пи, = шв ry—>0 (€— +0), 
类 似 可 得 
Jus -u lr? ›у->0 (є->» +0), 
这 两 个 极限 即 表明 
Mu,-u[war, уу->0 G— + 0), 
最 后 进行 紧 支 化 。 设 EC*(RI3V) 由 WCR!';V)， 取 一 
元 截断 西数 5E CTCR2)， 


1, | 和 HB 
 Ы| 0, l>. 
а . 
ua (D) =uept (t), т=1,2,. 
可 直接 验证 


иһЄСЄ(ЁВ!;У), [иь = Шулуу 0 (m>), | 
引 理 3.7 存在 连续 延 拓 算 子 Pa W (1V)->W(R';V)， 
使 对 每 一 uEW(I;V) 有 
(Pu (t) =u(t), a.e. tEl, 
IPulwan; у. < Clulwa уу, 
C 是 与 4 无 关 的 常数 。 
证 明 由 引 理 3.6 证 明 的 第 一 步 可 知 可 归结 为 (a, + оо) 
的 情形 ,经 过 平移 可 设 a= 0。 对 EC”([0,co):Y) 做 偶 延 拓 
ив), 120; 


Рио = [ u(t, 240, 


` 
0 — t 
图 16 
由 4 在 0 的 右 连续 性 ， 不 难 证 明 
wt), t>0; 


(Pu)! (0) -Í Со N 


故 
{Ри an vy <2|ulw (а! Р). 
对 每 一 uEW(0,c03V), 由 引 理 3.6, 存 在 umEC*([0,00);V)， 
满足 
luas = ulw со v 一 0 (m—o), 
[Pum Punlw (в vy 2[us = п. 1—0 (т,п->оо), 
由 W(R!;V) 的 完备 性 ， 存 在 PuEW(R!;V ) 使 
IPu,-Pulw au у) 一 0 (n—co), 
更 有 
luan —Ри|{„з о, „у&[Ри„- РиЇ о2о, v) 一 0 (п->оо), 
[и = [оо py >0 (п->со), 
所 以 е 
и= Ри, a.e, Е(0,оо), 
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н 1Ри, 1210,11 
IPu|<2|ul|. 1 
定理 3.13 的 证 明 设 uEW(1;V)，P 是 由 前 一 引 理 提 
供 的 延 拓 算 子 ， 由 引 理 3.6， 存 在 usEC3(R!;V) 满 足 
[Pu - unly свт, v) 一 0 (n=), 
由 Newton-Leibniz 公式 


„= | шоо 
ЫЕ. 
= 人 | E anO) un (0))do 
= Cal (ay un Co) + (ш (о), io))) do 
О 
=2Re | (ш; о) ,mdo)ac 
«ај, о Вова V: 中 的 范 数 ) 


<fi ott» f? и, со ао 


= [и [5 ca эу). 
由 此 得 


sup| un (t) |< lun lw (Rl; ү), 
R 
以 un 一 um 代入 上 式 
вир[и, (t) ча (0) |< 1ч и |е вт, уу->0 (п,т-»оо), 
R 
Р КН [бу un 在 R 00у. 又 un € C(Ri,V) 
GOR! H), #kfEH h i 
иһ(Ф)->5@), поо, 
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关于 tE R' 一 致 ， 且 vECCR!;H)。 双 存在 子 列 
ua >Pu, а.е. РЕ, 
堆 在 I 上 u(t)=v(t),a.e.1] 
由 证 明 看 出 , ue CC73 昌 ) 的 意义 是 4 跟 一 个 在 了 上 连续 
的 西数 v 几乎 处 处 相等 。 今 后 写 ula), 就 把 它 理解 为 连续 酉 
Bv К оа), ЖЭНЕ и 在 点 4 йу. 


3.5 W(a,b;V) 中 的 分 部 积分 公式 
定理 3.14 iZ, – со<а<6< + оо,и,ЄИ (а,Ь), Й] 


f ао ода |, CuCt) ‚ое CO) de 


= (u(b) ,vb)) — (ula) ,va)), 
证 明 对 u,v€EC”([a,b],V)， 由 Newton-Leibniz 公式 


3 


CUCO) ,v(b)) — (иба) ,v(a)) 
a š d 
= бао оаа 
= саго) на) + ао) а 
= сало) Ov v+ GG), (Оду, у, àt 


НОНЕ ЯА Еу и, EW (a,b IRRE. | 


$4 Lions 定理 和 抛物 型 方程 


在 做 了 上 述 繁重 而 必须 的 准备 之 后 ， 我 们 现在 着 手 研 究 
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HOAKE. 讨论 解 的 存在 性 的 基本 工具 是 Lions 定理 ， 它 
是 Lax-Milgram 定理 的 推广 ， 便 于 对 发 展 方 理应 用 。 


4.1 Шоп: 定理 
扔 以 热传导 方 吾 的 初 边 值 问题 
%- Ausf, 0=0х (0,T) Pi, 


u=0, Z=39x (0,T) E, 

u(x,0)=uÍ(x), QÑ 
为 例 ， 说 BM 物 弄 方程 弱 解 疾 念 。 我 们 以 检验 西数 
PECCO, TILH (ODRA E m, £ p(x,T) =0, 
VxEQ， 在 Q 上 对 (x, 缮 积分。 关键 性 的 一 步 全 进行 分 部 积 
分 ,这 里 把 对 解 对 x* 的 二 阶 导 数 分 一 牛 给 检 07 B 数 ， 解 关 
于 上 上 的 导数 总 共 只 有 一 阶 ， 不 好 平方 ， 只 好 完全 转移 到 检验 
ЖОЕ, ЖЕЗ 

uls=0,u(x,0)= ш, 和 vx,T)=0, 
我 们 得 到 , 对 任意 涉足 9(*,T)=0 的 ?EC'50,T];H3(0)) 
有 


Т 
-Ff up xar + [ Í Du+-De dxdt 
о/о o ° 


= Ë ÍL fodxdt+ [, up (0) х, 


УЖ АЕТ 2ч а А ИКАО E, MEA, ЖЫЗ 
了 解 的 所 有 信息 。 
引信 记号 
Е(и,ф) = -Ff ug’ dxdt + FÍ DueDopdxdt， 
° JO оо 
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( 工 ,9) = Г Í. fedxdt + Í. uop(0) х, 


| ЕЖЕ ЫЗ 

иє1Ї?(0,Т;Н(Оуу,Еси,е) = (1,9), 

УФЄФ = {ре С! (C0, T]; Н 09) I(T) = 0}, 
МЕДЕУ L ЕЕ ВОК и ЖТ, эх IB ñ JE sN ЯП 
机 疼 型 的 形式 相同 。 但 有 一 个 本 质 的 不 同 ， 这 里 的 解 和 检验 
画 数 属于 不 同 的 空间 。 

定理 5.15 (Lions) ” 设 下 是 一 个 Hilbert 空间 ， 范 数 为 
| le 2 是 的 一 个 子 空间 ， 对 于 范 数 | 1 是 一 个 内 积 空 
闻 ，E(Cu,9) 是 定义 在 Fx 多 上 的 一 个 其 放 双 线性 型 , 设 存 在 
常数 C 使 
lule<Clelo, vee®, 
ҮРЄФ, EC, DEF HER, 
RÆ a>0, 4E- 
ReEC, p) >aleli, уФЄФ, 
ТФ Е ЗЕЕ и, ПИРЕ ЧЄ Р 
Elu, =L), ҮФЄФ, (3.32) 
证 明 ЭЯ} Ж ЙЧУФЄФ, EC, pi F ER 有 界线 性 泛 
m, Riez EMTE— у ApEF 满足 
(и, Аф) = Еи,ф), VuEF, 
ЕВЕ Р А. 9 一 Ap， 它 映 B 到 下 内 。 由 E(u,p) 关 于 ?的 
ЖЕ А ФЕН). XL H 
a|#|š<ReEÇ(9,2) = Ке(р, А9) F< |e|#| Aole <Cl el l АФ], 
得 估计 
ні. С491,, vee®. 
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Am АД, AT 存在 且 满 足 


ГАЗ С, у/ЄАФ, — @узз› 


双方 程 (3.32) 等 价 于 
u€F, (и, ),= (Атр), VfeA@, (3,34) 
而 AT 从 АФ 到 下 有 界线 性 ， 上 从 下 到 复数 域 C ЗЕЕ Н. 
Жр, САТР А АФ 到 C лт, ADE Р 
线性 子 空间 ， 由 连续 性 可 把 СА) 38363 A@, 再 由 正 交 
分 解 定理 ， 对 任 一 4 上 EF， 有 唯一 分 解 
u=u +u, u,€ A@,u, 1 АФ, 
+ Lcu) = L(A-1u), 
L RARE F EJ Ж ЖИЕ ТЕЕ Bi, ТЕШ Кез: 示 EM, 
存在 uEF 使 
би, Р) = 1), v fer, 

f€ АФ, ух :63.340)0%. 1 

ЗЕЕ LEAS HE 2 Е 20 ЖЕТП 48 3J 
LCA-1.) 的 延 拓 ， 但 显然 (4,) 的 延 拓 方 式 当 A 天 F 时 是 
无 穷 无 尽 的 ， 所 以 一 般 没 有 解 的 唯一 性 。 双 当 允 = 下 时 从 
Lions 定 理 双 得 到 Lax-Milgram 定 理 。 


4.2 ”抽象 抛物 型 方程 解 的 存在 唯一 性 


定理 3.16 设 可 分 Hilbert ЖН] V AH W A tE C3.30), 
[0,TJCR1, ЕЖ te[0,T], a,u, o) У EA 
双 线 性 型 2 满足 条 件 

1) 对 任意 u,v,al* ,u,v) 在 (0,T) 可 测 《 可 测 性 ) , 

2) 存在 与 :E50,T] 无 关 的 常数 M 使 
laG,u,o) ISMIuilvl,， a.e.tE(0,T), Vu, EVERE), 
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3) 存在 4>0 аро 
Realt,v,v) + Au 过 cj 有 ,YEY,a.e.tE(0,7T)( 强 制 性 )， 
则 与 a(t,u,v) 相 应 一 个 算 子 AG)€ ZZ(V,V') 满 足 
a(lt,u,v) = (A(D u,v), 
并 且 对 任意 fEL?(0,T;V')，uoEH， 存 在 叭 一 的 弱 解 
uEW(0,T;V) 满 足 
(Ai a.e.t€ (0,T); 
и(0) = to, 
5А1?00,Т;у/ухН->%/ (0,Т,У) ВС, чо) >u 连续 。 
证 明 ”利用 未 知 画 数 变 换 u(t)=e*tw(t)， 可 归结 
2= 0 的 情形 。 今 


(8,35) 


F=L?(0,T;V), 
Ф = {pE (LO, T]; V) lT) = 0), 
lels = [ФЇў + ГРС) [2 = Plico w+ Р СО |? 
对 于 内 积 
((@,)))e = С, 92) + (и (00,0002), 
Фла а], ША 
lole <ho o. 
Ж Ж. Je Su MER PEAY 


Еси, = |? Cat, u0, 00) ~ (и, CD)]dt， 


u€ F, € @, 
由 下 一 个 引 理 知 对 任意 u,v€EL?(0,T3V),alt,u(t) ,v(t)) 
EL1(0,T)。 因 此 Elu,p9) 有 意义 。 我 们 逐一 验证 E 满足 
Lions 定理 的 条 件 。 
Q) УРЄФ, ЕС), Ф) ЕР LEE 
1Е<а, е) 1<М [ае + Саре |». 
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(2) 对 任意 VOED, RITT 
ReBCp,p) = Re| Latt, 0,00) - 00), (Jae 
т 1frd 
> popa -4f le Pd 
=af |еруде+-1-|ею› 
>min (a, 1)1918, 
BHA 
T 
LO = | soc) Cue), 
我 们 有 
ОБИТ 
E: 12 т 14. 
<(f irons а)" (F ieoa)” 
+ uol 160021 
«(моа puol)? 
т 1/2 
2 
х (F lec rar ео) 


= (иона ае ое) olos 


ARH L Ф Ейр ЗЕЕ Ed, 
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由 Lions 定 理 ， 至 少 存 在 一 个 zxE ГСО, Т.У) 
ECu,p)=L(9), ҮРЄФ, 


[| га@,и@),е@)) - ао у оул 


=f СГ) „00994 + (11,000), YPES, 


(3.36) 
FR ПИЕВД (3.36) 863.35). 对 任意 vEY， 在 (3.36) 中 取 
yD = #090, YECZO,T), 
我 们 得 


(fF ADOFO -18 -uP atv) v =o, 


VvEV., 
注意 这 里 利用 了 等 式 


f aouo paya: 


= [Aud да = (N A uC dt, v), 


(3.37) 
圭 实 上， 由 下 面 的 引 理 知 对 任意 v€E (У) = V, 
CAUCE), v) = alt,ult) ,u) 
关于 t 可 测 。 又 VV 可 分 ， 由 Pettis 定 理 A(t)ult) 作 为 V' {@ 
Ec 强 可 W. X |AG)u GD |у. <А) 1621200,7), H 
Bochner Fi, ACOu) Є12(0,Т,У/), H Hiii, 2 8158 
式 (3.37) 成 立 。 直 (3.37) 得 对 任意 YEC3(0,T)， 
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[aoo ДООГ И u(t) y’ (t) at. 


由 抽象 画 数 广义 导数 的 定义 ， 这 恰好 表明 

w @у = – (Aul) -f(t)), a.e.tE(0,T), 
即 (3.35) 中 的 方程 成 立 。 反 之 易 知 (3.35) 蕴 涵 (3.36)。 由 方 
程 (3,35) 知 u EL2(0,T;V)， 从 而 uEW(0,T;V)。 由 定理 
3.13, u€ C([0,TJ;H),u(0) fi Ж X. 今 证 u(0)=wo。 任 
ЖФЄФ, 263,35) 010015 р 作对 偶 ЯЯ, ЗЕ 在 (0,T) 上 积 
分 ， 利 用 W(0,T;V) 中 的 分 部 积分 公式 得 


т т 
асно ваа - uc se аа 
0 0 
-f CG) е0) + (ибо) ,е(0)). 


此 式 与 (3.36) 比较 得 
(ибо) -tovg(0)) = 0. 

对 任意 vEV , 取 

P) =p4)v, p ECCO, T]), Y0) =1,#(T)=0, 
我 们 得 

(u(0) -uo 9) =0, VvEV, 

由 V 在 且 中 的 稠密 性 得 4u(0) - to= 0， 即 (0) = wo。 这 就 证 
BT u 是 解 。 

方程 (3.35) 两 端 与 u(t) 作 对 偶 积 ， 并 在 (0,T) 上 积分 ， 
仍 利用 WC0,T;V) 中 的 分 部 积分 公式 得 


т 1 1 т 
Í a(t, u(t), и(2)) 4 + = |иСТ) 2 - + 1u]? =] (Z,u)dt, 
° 2 2 ° 


由 强制 性 条 件 ( 其 中 和 = 0) 
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of lucy a+ luys = |l 
<a. SF opa, 


of hu г + uD г< + ON d+ оаа, 


又 由 等 式 
u’ (t) = — AGQu G) + f Ct) 
ЖА) жу 三 MM 得 


(Гота) 


<м( (чорае)? (E мола) з 
于 是 有 
Пау сот оС от vo + luol)。 

由 这 个 估计 当然 得 到 解 的 唯一 性 。 | 

现在 证 明 上 面 用 到 的 

引 理 5.8 ЈЕНИ a 满足 定理 3.16 的 Ж fE, Лр 
Xt AE ЖЫ ч, veL, T V), B Ek'aGt,u(t), v(t))€ 
1^(0,Т), 

证 明 首先 证 明 a《t,u《t),vC2)) 在 (0,T) 可 测 。 由 u,v 38: 
可 测定 义 ， 存 在 Y 中 取 值 的 简单 画 数 列 un ,vn 满足 
|а Ct) — u Ct) 1-0, [0 Ct) —vGt)|—0(n—co)a.e.t€ (0,T), 


к, к, 
u, = Dy bixsr ,vn= УБ Хх» м ,Ы1ЄЎ, 


ial isl 
Е ПЕ; =0,i 4j, Bi ПЕ} =0,i4j,mE p< co,m(B1)<oo „ 
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H F a лз ҖЕ НЕН, 
N.N, 


ACE, UnC), UnC) = Уу а,в. 


Ы! 
HRB a,b, BDI, Kk al, и, (0) DaN, та 
的 有 界 性 ， 
lalt, и, (0) ,Vn Ct)) — аб, ut) ,vt)) | 
<laG,u,G) -ubt) vn) + |а, u), Vat) — (tD) 
SM|unCt) -и@) 11 GO + Ма 100 -= v >0 
п->со, a.e.t€(0,T), 
故 alt,u(t) ,v2)) 在 C0,T) 可 测 。 
由 于 
Тас, ио) oD | SM uO 1001, 
1а 1,100 162200,7), 
从 Cauchy-schwarz 不 等 式 得 
alt, u) ,v(t)) ELO0,T),. | 


4.3 例子 

Lions 定理 及 作为 其 推论 的 定理 3.16 几 平一 劳 永 侈 地 解 
决 了 抛 芍 型 方程 吕 解 的 存在 唯一 性 问题 。 李 问 型 方程 的 例子 
差不多 都 可 以 自动 转 秘 到 这 里 来 。 适 当选 取 空间 V H W£ 
性 型 a 和 线性 泛 范 上 上， 就 可 解 抛物 型 方程 的 初 、 边 值 问题 。 
一 般 阅 来 ,古典 意义 下 的 方程 乘 以 检验 画 数 ,在 C=Qx(0,7T) 
上 积分 ， 进 行 分 加 积分 ， 并 注意 利用 初 条 件 和 边 条 件 便 可 自 
然 得 到 a 和 工 的 形式 。 

例 1 设 2CR" 是 一 个 有 界 区 域 ,， Q= Qx (0,Т), 
Z=3Qx(0,T), $% V =H}(0), H=L(0), E Hi (O #8 
ЗЕ Ж БЕШ 
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айн) = | (aij(x,t) рир 
а 
+b,(x,t (Diu)p + С(х,0)ир)йх, 
其 中 系数 满足 茶 作 
aijsbi,C EL™(Q), 
a>0,Re ay(x, 1) >a] č|?,a.e. (x, EQ, YEER", 
由 Gàrding PÆN, A А0, 62015 
Rea, v) + |0 |22260], vvEH3 CO), 
Eol = olizo По = los BR 
ас, и, 1м]. 
由 定理 6.16， 对 任意 f e 200 T H-1(Q)) fl u € 120), {р 
{ЕЩ —[ u€W(0,T H CONME 
(w OAHU) =f, 
: А()и= — Юу(а;(х, у Оци) +bi(x,t)D;u +C(x,t)u, 
100) = цо, 
uEL(0, T; HI (ORZ а.е.:Є(0,Т) ,и(•,) EH), 
或 在 迹 的 意义 下 [оно u 所 满足 的 变 分 方程 是 


аф 
-f Í, u(x,t) a| t) dxdt 
f [| аас, орис, Dies, 
о 
+bi(x,t Diu (x, t)o (x,t) + C(x,tyu(x,t)0(x 0) dxdt 
- Гао с.а 
+[ чеәбх,о)ах, уеєСї@ө,Т1,Н сау), 
o 


例如 可 取 
fx,t) = (х,у + Defi(x,t), Р, ELCO). 
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这 时 
: 2 т 
| Qe, Dya = [| К 
o ° ° 
+ fi(x,t) Dip(x,t))dxdt, 


例 2 У= НО), Н = 120) ,а,аџ,Ь,,с 如 例 1， 强 制 
性 和 有 界 性 仍然 成 立 ，f EL*(0,T;(H'(0))’), u € L (Q). 
由 定理 3.16 存 在 唯一 的 u€EW(0,T;H1(0)) 满 足 


T 4 
-| Cut), p’ (0))4 + f a(t, u(t), p(t))dt 
о о 
-f Cf, p)dt + (ио,Ф(0)), 
уРЄС"(Г0,Т],Н!(О)), (Т) =0, 
= +Au=f. 
# u 光滑 ， 方 程 两 端 乘 以 ?EC*(《[0,T];H'C0)),p(T) = 0, 
在 Q 上 积分 ， 利 用 分 部 积分 公式 和 Green 公式 得 
т т 
-| Guy + | а, [ ajjDiuv gar 
° о 29 
ООХ 
和 前 面 的 变 分 方程 比较 得 


ә 
sa =aj(x,t)Diu(x tuy = 0, 90 上 , 
УА 


其 中 v= (v,e Vn) A 20 АИКА, 于 是 4 是 下 列 
Cauchy-Neumann 问题 的 解 
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+ Au= f, ой, 


аи 
= 0, z Е, 


100) =ч, 2 内 。 
#5 ЖУ= {(ЄН'(0) |и|,,=0}, T=ToUT, H= 
L2(Q)，a 同 前 ， 相 应 地 得 到 4uEW(0,T;V) 是 下 列 方程 的 
19. 


ац А 
эрк Ач=/, Ой, 


u=0, Zo=Tox (0,T) E, 
ди 
| Эр, 0, Z,=T x (0,ТУЕ, 
u(0) = ug 2 内 。 


例 4 尽管 应 用 中 往往 取 且 =L*(0) ， 但 有 时 也 会 取 其 
АЕН, LÆ- A H=H 0), KARELA 
G, = Í Du Dvdx, 

a 


ОҢ, BARE H =H) БЙР, W 
V = {v EH = H} (Q) |р, (Ао) EL?) i= 1, п} 

V 上 的 范 数 为 

Пе = [2+ Ур, (Ao) [2,2 оз. 

i=l 

У KEHE DR Е H 

a(u,u) =Í Di(ArD) Di(A5)dx。 

2 
a,v) + |015 = 1015. 
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HEMS, ТОНЕ ЕМЕ É ue W(0,T;V)WAL (3.35), 形式 上 ， 
u 是 下 列 问 题 的 解 


ди 
[ z-eus, QÑ, 
әл 
u=0, p =E, 
u (0) = uo оз, 


@J5 Schröedinger ZIHR, V 4a H tn Lions дЕ M B 
Ж, аб, и) У ERT АИ, jg tU FI ЖЇР 

1) 对 任意 u, €V, йй a,u, u) ЄС'С0,Т)), 

2) aG,u,u)= а(,0,и), 

3) ХЁ{Е 220, а>0 E aGt,u,u) + |у |а|, VvE 
Y。 我 们 要 解 Schr6edinger 型 方程 
{ iwalt, u(t) ,v) + (u (0) ,0) = (90) 0), Ve €V, 

и(0) = 0, 

其 中 是 一 个 不 等 于 零 的 实数 ，9 和 9' €12(0,T V). 在 
这 些 条 件 下 我 们 要 证 明 问 题 (3.38) 有 唯一 解 ， 才 且 存在 常数 
C 使 


(3.38) 


погас? бо По аа, C3.39) 
За u 为 exp(iKbu， 适 当选 取 上 ， 总 可 归结 为 3) 中 
和 =0 的 傅 形 。 延 拓 a(t,u,v) 使 1)、2)、3) 在 Ri 仍 成 立 , ЖН. 
aG,u,v)#la'CGt,u, ER) XV xV 上 有 界 , 这 里 a’(t,4,v) 
мв и, vEV Pitat, u, u) Ей, HR y>0 使 


zvalo v) — a” G, v, >a lvl, УУСУ, Є, (3,40) 
今 取 
194 


F = {uļexp(-yt)u € L2(0,co;V)), 


lulh = | expe- удао Par, Си) = (сиэ, 
D = {рЄЕ |ехр( – yi)p’ € L2(0,co;V), 
ехр( ~ yt)” Є12(0,со;Н), 000) =0}, 
Iolo = 191, 


ECu,p) =io [ a,u) expC- 290997 (dt 
-| ep ,Dilexp 27D)9 (ууа, 


LO = |9) ,exp зуд О), 
这 里 号 9 到 R EIEI, SP, DELO, eo VD, 


CC ，)) 是 V 中 的 内 积 。 由 于 9C0) =0， 小 部 积分 得 
Lw) = -| cay exp 27 9) dt 


+z [` CO sexpC 20 dt, 


FELE $ р 
2ImE(9,p) = of ехр( -2yt)[2ya (t, 9,4) — a’ (t, p,p) Jdt. 
° 
由 (3.40) 得 
Па BCw,p)1 >ya lolle. 
根据 Lions 定理 存在 uEF 使 


Е(и,ф) =L), ҮФЄФ, (3,41) 
iz РЄ С 500, оо), WAHR УСУ, 


t 
го = | vave, 
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由 (3.41) 推 知 

iwalt, ult) 0) + G” (0) 0) = (90) ,0)), VvEV, 
限制 在 (0,T) 上 即 知 4 满足 (3.38) ,从 而 u” ELO, TV), 
uEW(0,T;V).u《0) 有 意义 , 且 用 通常 的 方法 可 证 4C0) = 0. 
由 alt,u,v)= (А()и, ELA f AG) € (У,У”), ий 
足 

iwAC( ult) +u (t) = g(t), 

此 式 两 端 与 xb 作对 偶 积 , 在 (0,t) 上 积分 ， 利 用 W(0,T3V》 
中 的 分 部 积分 公式 得 


ој" a(t,u(t),u(t))dt + + [а0) |2=0, 


取 实 部 得 u(t) =0,t€ (0,T) , 叭 一 性 得 证 。 佑 计 式 (3,39) 的 
证 明 留 作 习题。 

Be 周期 解 问题 。V , H l f kn Lions 定 S В, R 
uEW(0,T;V) 满 足 
[taa но, е0) ~ Gu, ола =f соно), 

(3.42) 
其 中 
e€@%=(0€C>([0,TJ,V)|e(0) =9(T))。 
+ 
Р=1?(0,Т,У), |91, = 115, 
Еси, = [[Га@,и,) - (и, Ja, 
° 
学 
о) = | Wp). 


HAERES, EC, MERE F bæt, LOTEP kE, 
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т 
КеЕ(р,ф) -f Re a(t,p,p)dt 
-Re (3102-4 100) 19 


T 
-f Re ap,pDdat>a| Joc) lar 
0 0 


=allole。 
由 Lions 定理 ， 问 题 (3.42) 有 解 u€EW(0,T;V) 满 足 (3.42)， 
从 而 有 


uQ) +ACGu= f, (3, 43) 
ВСА u,v) =at, u, w), EK SIEDMA, fE 
《0,T) 上 积分 并 进行 分 部 积分 得 


f Га(ё,и,ф) ~ (и! ,9 ) Idt+ (u (T) ,e (T) — (u(0) ,v0)) 


= | ay aya, 


此 式 与 (3.42) 比较 得 
(и(Т),е(Т)) - (u(0),p(0)) =0， VPE, 
IMER VEV, VECO, TI, VCO) VCT) =1, 以 p= 如 代 

入 上 起 得 
(Gu(T)-u(0),)=0, vvEV, 
IH V fEH rh ИШЕ, ERAH u CT) = исо), 
(8.43) 5 u GD 作对 偶 积 ， 利 用 的 周期 性 ， 由 通常 方式 得 
fa лауа | ао мод, 


由 4a 的 强制 性 和 Schwarz 不 等 式 得 
ajul <fl lule р 


此 即 表明 解 对 自由 项 f BJ Eb tk ИЕ, X É RET RME 
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一 性 。 


4.4 和解 的 正则 性 
前 面 讨论 的 都 是 弱 解 ， 即 解 ú 的 广义 导数 uw {д Ж 
IL2(0,T;V')。 现 在 讨论 强 解 ， 即 u’ E 1200,Т,Н), 
定理 3.17 设 V H ila 满足 定理 3.16 的 条 件 ， 并 且 
a(t,u,v)= а(,о,и), Vu, €V, 
а(•,и,) ЄС'([о,Т]), Vu, €V, 
命 
D(AG)) = (u€V||aG,u;,)| <C|v|,vs€V, 
С=С@а,иул&# ТР о } 
a(t,u,u) = (А(0)и,0) = (А()и,0)һ, VvEV, 
则 对 fe H'(0,T,H),u € DCA(0)) 存在 唯一 的 vEZ2(0， 
TyV) 满 足 u Є1Ї?0,Т;Ну,иауе р (А@ау)у,уЄ[0,Т], 
{ w @у+ Аи) = 0), 
и(0) = uo, 
为 化 成 齐 次 初 值 问题 ， 先 证 
引 理 3.9 1а), ии) ЄС'С0,Т]), а(ё,о,о)>а|о||?, 
Vu,vEV,tEL0,T],fECI(LO,TJ;H) ,u(t) EV 是 方程 
aG@,u@),) =F), v), YET (3.44) 
的 解 ， 则 u EL*(0,T3V) 且 
aG@,u' @у, у = (fC) 0) — a’ Ct,u(t) ш), 
УоЄУ,а.е.:Є(0,Т), (3, 45) 
证 明 由 au 关于 2 ,2 的 有 界 性 和 强制 性 M 
Lax-Milgram 定理 知 存在 唯一 的 u(t) EV 15063,44), Ж 
在 来 估计 4(t) 的 差 商 。 
alt th,ult +h),v) -alt u(t), v) = (ft +h) 0) -CF CE) ,0)» 


198 


аё +h, (Cult +) —ult)/h,v) +a(t+h,u(t),u) 
-a(t u(t) ,0))/h= (QG +В) -f ))/h, v). (3,45) 
њас ,и,) ЄС'<[0,Т)) т f ECCO, T]HE h 
无 关 的 常数 C 使 
alt+h, Сис +h) -uct)) /hv Сис vl + Со. 
在 (3.44) 中 取 v=u(t) 立 即 得 存在 与 1€ [50,Tj 无 关 的 常数 C 
使 
olu Сас 1, lu 1С. 
从 而 
a(t+h,C(u(t+h)—u(t))/h,e) <C|v|, 
取 v= GuGt +h) - uG0))/h,4|h | FEAE, 
[GG +h) -uGO)/h|<C,t€ (0,7)。 


于 是 由 对 角 线 手续 可 取 in -~>+ 0， 使 对 任意 ICC (0 ,T), 当 
п->со 

Сиб +) —uGtO)/h,—50890, Z LOU VA. 
显然 ?EL*(0,T;V) ,并 且 w =5。 对 任意 wEV, 在 (3.46》 
中 取 v=9(t)w,pEC5C0,T) ,在 (0,T) ERZ, =, 


?co 得 


f a(t,u” (t) ,ç(t))dt + f а! (t, u(t), p(t)w) dt 
0 ° 


=F ооой, 
HEGERE, ЕМЕ pEL=(0,T) Pear, Huu ЖУР 
ЭГЕСИ ЕЮ, Mo HEG -r,t + DHEER X 
PRLI 2r, п-к + ,利用 Lebesgue 定理 即 知 等 式 (3.45) 成 
ЗЕ. | 
现在 转 回 到 
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定理 3.17 的 证 明 ” 跟 往常 一 样 ， 不 妨 设 强制 条 件 中 的 
入 =0。 由 Lax-Milgram 定理 ， 存 在 g(t) EV 满足 
alt,g(t) 0) =al0,uo,v) = (ACO) uo ,0), 
VvEV,tE (0,T). 
由 此 即 知 g(t) EDAG), #Н. 
ACICE) = ACO) uo. 
由 引 理 3.9 知 g ЄІ"(0,Т,У). A О =и- о, Ара 3.35) 
等 价 于 求 
UEL?(0,T;V),U” EL?(0,T;H), UG) EDCA), UO) =0 
满足 方程 
AWU) +U’ ау = f) - А()90) - g (t) 
=} є1#0,Т,Н), 
ха, f 到 [0,so), ЕГО, Т] EBJPEBUD IH {Ж}, ЖДуУ>0 
充分 大 使 | 
2yaG@t,u,u) —a’ (0,0,0) >00 Nv), ушЄЎ, (3,47) 
引入 下 列 加 权 空 间 
F={e7”'U E L2(0,coo,V)|e-”*U, € L2(0,co,H),U(0) =0}, 
P={pEF]p e7” EL(0,T;U)}, 


IU; =f e72” t |U Çt) |28 + IN e7?” t |U? (t) |?dt, 
0 0 


lelo = 121. 
ЖЕП A ЛШ ҖЕ AR PELAN H Si ФЕ ЕТЕ РЫ 


ЕС, = |7 Cat, UG) ее 0) 
+ (е7 0, (t), e'g 0014, 
о = |е е ә, 
我 们 来 验证 已 在 四 上 的 强制 性 ， 由 分 部 积分 和 (3.47) 
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2Re Г [e?r "аса, PCE) ,9 CEY) + ета |g’ Ct) |23dt 
° 
四 š s, 
-f eri аб, РО) 0) -а' E, 0), 0) ] 
+ f evi |g’ (t) |?dt 
o 
= Г есе [2ya G, 90,660 а ато), оа 
ef e~?” t] p” Çt) |2dt 
о 


> e7 iJo par +27 e—2 t |g’ Çt) |?dt 
° ° 
2>б|е|, 
6= min(a’ ,2), 
由 Lions 定理 ， 存 在 UEF 使 
Е(О,р) = 工 (9)， VoED. 
对 任意 yEC3(0,T),vEV， 在 上 式 中 合 
во = wedso. 
0 
我 们 得 
[`е-'аа„Ш@)„») + д өю) -OD WO at = о, 
由 此 推 知 
a@,UG),u) + CU (0) о) = (00,0), 
于 是 U(t)E D(A(t))， 定 理 得 证 。 | 
例 V=HiC9), 甩 =L2(Q0),38EC， 取 双 线 性 型 
alt,u,v) =Í Caii (x,t) ширу +b;(D;u)d + cuv)dx, 
Q 
Hh REE 28 f: 
Gibi e€ C1(Q), Āij=aj, bi= -6bi,c-5= -Dib, ,. 
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= ЕЙ ЖЕТ ,аС+ ‚и, уєС!([0,Т1]),##Н. 
а(і.и,0) =a(t,u,), 
iz fE H'(0.T;L?(Q)) ,uoEH3CQ) N H*(QO) ,由 定理 3.17 存 
HE шЄ1#0,Т;Н (Оу), Ж 
u € L?(0,T;,L?(9)) = L?(Q), 
Cu’ (0) 0) + alt, uct), v) = СРО) 0), 
Yv EH (Q), (0) = цо, 
a(t, u(t), 0) = (О) -u (0) ,0), ЄН), 
Н J; RENEE, и) ЄН?(О), Н. 
lu [о - u 0 1,Є1200,7), 
Ф чєн?" (O), pi М fe L2(Q), u, € H) (О) 
结论 亦 成 立 ( 见 下 省 要 的 证 可)。 


§ 5 算 子 的 连续 半 群 和 抛物 型 方程 解 的 正则 性 


从 前 节 我 们 确信 ，Lions 定理 对 处 理 抛物 型 方程 弱 解 的 
ан л ЛНВ 
ПЛЕЙ 的 正则 性 完 


5.1 ШФ 


RITZ ТЕ БС Г0, оо) ЕЕ e — ИРЕТ ИЯ УА 
Cauchy [ар 


и 
чр t Au= f, 


и(0) = цо, 
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其 中 4 为 常数 ， 它 相当 RR 的 一 个 连续 线性 算 子 。 为 求 
这 个 非 齐 次 方程 的 解 ， 先 解 相应 齐 次 方程 


4 
Tr +Ач=о. 


其 解 为 u=Ce-4:。 再 用 常数 变易 法 得 原来 Cauchy 问题 的 解 
为 
u(t) = eu + | e4([ 0) f (s)ds, 


我 们 看 到 通过 画 数 е74 ЛВ i ЛИ f ЯП 5) ио H fE Ж3& 
出 来 。 

Anji u ALE Banach zz [i] B Чаро, A 自然 
是 昌 到 自身 的 一 个 线性 算 子 ，e- 和 是 tm 名 (B) 的 西数 。 但 
通常 4 并 非 有 界线 性 算 子 。 例 如 Laplace 算 子 -4 考虑 为 
中 = 研 (2) 到 自身 的 线性 算 子 ， 药 定义 战 为 下 (0)， 它 显然 
是 无 界 的 。 对 无 界 算 子 A， 泸 们 无 法 定义 e74!。 但 我 们 才 
不 就 此 止步 不 前 ,而 贾 珊 心 考 下 在 无 男 的 泛 径 定义 e 4 。 


我 们 回想 记 玉 ， 在 数学 分 析 中 ， 可 用 公理 方法 定义 
TCD =е-**, 
1) T(Gt+s) =T(D)TCs) ， 


2) Т(0) =1, 
3) lim e-4t =], 
-0 

жнт ТО), ,可 通过 lim(T (t) -T(0))/t= -AR H A k. 

在 线性 算 子 的 情形 ， 我 们 定义 具有 类 似 性 质 的 所 谓 连 续 
侍 群 T(t)， 再 来 考察 一 个 算 子 具备 什么 条 件 能 够 从 某 一 什 
群 了 经 过 对 上 在 上 =0 求 导 得 到 ， 最 后 通过 趾 群 了 (表达 
Cauchy 问题 的 解 。 
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定义 3.17 设 B 是 一 个 Banach £i], (Ву В 8] B 
身 的 有 界线 性 算 子 组 成 的 Banach 代 #0, МТО, оо) | # (Ву 
的 映 射 4FT (GD 称 为 一 个 ( 算 子 的 连续 ?全 群 ， 若 它 具 有 下 列 
三 个 性 质 

1) T(s)T(GD =T(s+t), Ys,t>0, 

2) Т(0) =1= В 上 的 恒 等 喘 射 ， 

3) Vb, [Т@)5-Тьуб{->0 (tto). 

实际 上 定义 中 的 3) 可 用 下 列 条 件 代替 

УЬ, |T )b-b]—>D (t— +0). 
请 读者 证 明 。 

例 1 В=12(0,соу,Т(@Фуи(зу= ut+S)， 这 是 Z2(0，+ соу 
的 右 移 算 子 。 由 到 (0,co) 中 平移 的 连续 tE, WATOE i 
点 WE1L2(0,co) 连 续 。 

例 2 设 刀 是 一 Banach 宏 间 ，AE 2(B)， 定 义 
А? А" 
21 ++ пр 


+ 


е^ У) a =I+A+ 


由 于 级 数 > JANN 收 化 ， 故 上 述 级 数 在 2 CB) rh £ Ae 
设 A, ,A,€ Z (B), A,A, = А„А,, 则 
e4le4: =e41+42?( 留 作 习题 ) 。 
定义 T(t) =e-44， 容 易 验证 T(t) 是 一 个 连续 侍 群 。 
定义 3.18 TOEB ЕШР, £ 
D(A) = (b€ B| lim @ - T (>b) /h ff fE), 
Ab= lim Cb - T (h)b) /h, 
4 称 为 了 的 (无 穷 小 ) 生 成 元 。 
B3 В = оо, оо), T ÈB БӨЕР, 
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D(A)=Hi( – оо,оо), – Au = 

例 4 BB 是 任 一 Banach Æ |, ТО) =е-1', 这 里 A 
€2(B), MJ DCA) = B,Ab= ДЬ, 

引 理 3.10 设 T() 是 B 上 的 连续 牛 群 ， 则 存在 常数 
M,B>0 使 

{Т@)|<Ме*#', 120, (3.48) 

证 明 考虑 有 界线 性 算 子 族 {T()10<t<1}, 对 每 
一 bEB, 由 于 TC)b 从 [0,1] 一 BB 连续， 从 而 ITObjE 
COCCO, 1]; R ТСБ t 在 [0,1] 上 有 界 , 由 共鸣 定理 ， 
Ira 1 在 [0,1J] 有 界 ， 设 M 是 界 。 由 于 17(oO1 = H| =1,% 
M 之 1。 给 定 任 一 正 数 t ， 由 小 群 性 质 1 )， 

ITO = TE- EDTEDISITE -EDITED 

<MITOWI SMI 
= Men) tt М? В=1пМ, 1 
由 这 个 引 理 ， 当 p>>B 时 可 以 定义 
Е) = | erTi, — G.49 

这 个 积分 按 范 数 在 2 СВ) 2, Н. КО) Є. (В), 

引 理 3,11 iž p>, MRH RAF РСА), Н 
B E, 
КАН (1+ А)КФ) = І, 

在 D(A) k, 
Rp) (І + Ау=1, 
HE AEM b€ B, hO, RII 
ВСТО) - D Repyb = у; емга + h) -T (t))bdt 
° 


205 


=! (N e=? MT bdt -f e-t tT (t)bdt) 
o 


= he” -df ОТ f ет) bdt 


—>pR(p)b-b (ї->0), 
#k R(p)bE D(A), Н. 


= AR(p)b= pR(p)b —b,(p1 + A)R(p)b =b, 


第 二 个 等 式 可 类 似 地 证 明 。 [ 
定义 3.19 Rp) = (I+ ATRA A HMR. 
313.12 ”对 任意 bEB， 


pR(p)b = (r + 2) ob (p> + оо), 


证 明 PRO) -b=p e (Tb -b)dt, 
IpR@)b -bI <pf e= ITO old 
в 
<f ето) 
° 
+ 中 ere (Мег + 1) 10142, 
в 
у є;>0, 0 2209625, {# Ot 时 |T (Ob - |<, 
中 e-r JTO) -blar<ep |" ен =e, 
о 
|; er ме" + D)dt|b| <2pM j: ө-т 


2Мр а-в <e, р>Р, | 


206 


ШЇ 


由 于 R(p)bE D(A)， 由 这 个 引 理 立即 得 到 

推论 5.5 DODE B pE. 

定义 3.20 以 D(4) 为 定义 域 的 一 个 算 子 称 为 闭 的 ， 若 
ХМЕЛЯ bn E DCA) ,bn—>b, Abn—>c, 47 bE D(A), # Н. 
Ab=¢, 

右 界 线性 算 子 显然 是 闭 的 ， 叉 闭 算 子 的 逆 算 子 ( 如 果 存 
在 ) 显 然 臣 闭 的 ， 我 们 得 到 

推论 5.6 ”全 群 的 无 穷 小 生成 元 是 闭 算 子 。 

定理 3.18(Hille-Yosida) iZ A £; Banach 2 [ñ] B rh 4 
黎 窒 定义 域 D(4) 的 线性 算 子 ， 存 在 po 二 0， 使 对 所 有 整数 
P>Po -A 的 预 解 算 子 RO, – А) = (р + А)! 存在 且 是 B 
汉 自 身 内 的 有 界线 性 算 子 ， 则 下 沪 两 条 件 等 价 

D 一 4 是 基 个 连续 罕 群 T(t) 的 无 穷 小 生成 元 ， 

2) 存在 常数 M ,B2>0 使 对 所 有 k=1,2,… 和 整数 m> 
тах (р,,8)1{ 


KRAG- в» 


т 
证 明 1)>2), 设 -4 是 某 个 连续 年 群 工 的 无 穷 小 生成 - 
元 ， 由 引 理 3,11， 存 在 B>0， 当 p>p8 时 ，-4 的 预 解 算 子 
К(р) = (pl + A) :存在 且 有 表达 式 (3.497?。 在 积分 号 下 对 P 
RR, 
Вр) -f (е-и), 
另 一 方面 ， 出 Ар) = (I + A) "1 容易 验证 
К (ру=(-1)*К1Ё(р)**ї%, 
于 是 
көр RODI м om 
{кюз | = «м өз 
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= Мр Ву-%+0 F түге" 


Кр, -(®ю+1) 
„ибен ыша ыйы, 


由 此 即 得 (3.50)。 
2)~>1)。 设 (3.50) 满 足 ， 则 可 从 预 解 算 子 


1. (1+ А) 


出 发 构 选 了 ,m 是 大 于 ро B9 56 К, TEG. 50) +0 k = 184124 
m>max(po,B) 时 ，Jm 组 成 (В) йу 7 集 ， 即 存在 
Hm EKHI СЕ 17 1С, RTEA 


YbEB,Jmb—>b (тоо), (3.51) 
若 5ED(4)， 则 


1 


b-J.b= (1 + 2)» Ье тт, Ab, 


Jb -Jabi <m NI „ШАБ <m CIAD] >o (тоо), 
即 (3.51) 对 2ED(4) 成 立 。 由 了 (4) 在 中 的 形 密 性 和 7m 
范 数 的 有 界 性 推 知 (3.51) 对 任意 bEB 成 立 。 

考虑 算 子 序列 

Tn(t) =exp( —tAJ,,) = exp(mt(J,, — ID) 
=e""texp(mtJ,,),t20. 
对 任意 固定 的 mw,t，Tm(t) 是 有 界线 性 算 子 。 个 证 对 任意 
be B, 极限 lim7Tm(bD2 存在 。 为 此 估计 范 数 17m(D1。 由 条 
件 (3.50)， 
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> k 
ерон У) EP 
ъ-0 ы? 


= Мехр («(1-,)`“). 
注意 到 mL- В/т) 1 —m = (m/ (m 一 B))B， 我 们 得 
IT mC) |<M expC -B/M Bt) 
< Мехр(281) ,m>max(po, 28), (3.52) 
KRAE ЕЖЕН АЕ, Iml 关于 m 和 t 有 界 。 
设 bED(A)， 易 知 AJmb= JmAb。 我 们 有 
T ,G)b- T,G)b=e-t47ab-e-t47.b 
= (ет 40) Гета, 


由 Newton-Leibniz 公式 


Tab -T b= -etm IDA азотен 
0 


= -| ТСТ - s) Cn - Jn) Abds, 
0 
由 (3.52) 得 
Пор Тон ITa OTRE -Asim Ja) ADI 


< |; ezptdsj Cn - J.) Abl. 
0 


再 由 (3.51) 即 知 
IT; Db- TI G)b|—0 (m,n-=oco), (3.53) 


由 DC4) 在 B 中 的 稠密 性 和 [TnCt)1 对 m 和 (在 有 穷 区 间 》 
的 一 致 有 界 性 ， 对 任意 5E€B,(3.53) 雌 成立。 于 是 对 任意 
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b, ат, (БР Е, іа Ж T Ob, -由 于 Tm(Db->TCDb 


(m-=co) {к {ЕИ ЭШ E— k, Т G) b R t ВЕЙ 
ШЖ, ТОЈ E t 的 B ЕРО, H Tals +t) = 
Tn(s)Tn(t) 知 T(s+t)=TCs)T(). НТ, (0) = ГТО) = T. 
Толе, Во (3.52) іН 
ITC 1<Ме?*, yt>0. (3.54) 

县 后 证 明 — А} T (t BE 36, BTO 的 生成 元 
为 -A'， 由 估计 式 (3.54)， 根 据 引 理 3.11， 当 p>h 吐 ， 预 
解 算 子 

Re) =R, А) = | eTO 
° 
=lim Ë е-?''ехр( —tAJmn)dt 
J 0 


=lim(pI+ АЈ)! 

=(p[+ A)” = Вр, - А), 
实际 上 ， 设 

(р1+ AJ.) la=b,->*b (т->со), 
则 

a=pb, + AJmnbm。 
№17, 1С #163, 51217 
Jnbm—>b (т->со), AJ,b, =а- р-а рр (moo), 
又 A 是 闲 算 子 , 故 bE РА), Н.Ар= а рь, = (pl + A'a, 
ШОГ + А/) = (pT+ А), ЖАА = А, | 
5.2 ”用 牢 群 解 发 展 方程 的 Cauchy 问题 


定理 3.19 设 B 是 一 个 Banach 宏 间 ，T(t) 中 了 上 上 的 一 
个 连续 合群 ，- 4 为 了 的 无 穷 小 生成 元 ，JEC:L0,T];B)， 
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ue € DCA), 风 由 公式 
u(t) = T(t) uo +f Т@-5)/(5)4з (3,55) 
АКЕ u €e C1([0,TJ, В), WE 


(3.56) 


Л FEDA), #+Н ТО) ли = АТ (t) u, R (1 
Fi ТОЕ РСА), R. 
СГ + Аи —- ТО) ио) /h= ТО) TH иу цо) /B) 
— - ТО) Ац = – АТ (ц (h—0 +), 
炎 似 地 注意 到 17(t1 在 有 穷 区 间 的 有 界 性 可 证 
(Ta ио Т) цо) /( - h) = ТОЮ ССВ) uo — uo) /h) 
>— АТ (t)ug (h— +0), 


du, 
“© = -hu(D， 这 里 由 (DO Tu Hu 满足 
а 
та +Аш (t) = 0, 
U1(0) = ш, 
+ 
њо = |f TE- fds, 
我 们 有 


u,(t +h) 一 u,(t) 
h 


(firs 1772 
=F; Tasi- з) саз- [| T(t- s)f(s)ds 
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1 [: Lf 
2 [те —s)f(s +h)ds — [Te u s)f(s)ds 


-| ra- 199-2194, 
0° 


Теа 
-if T(s)fG +h- х), 
НИШ ghy Newton-Leibniz 公式 
NF Cs +h) = fes))/h| = pof? Ў 0041] 


<maxlf’ (r). 
OT) 
双 由 引 理 3.10， 
170 - 91 Мено, seE(0.0。 


H Lebesgue 控制 收敛 定理 
| ra-5çe+ -fe9yas- |, K sh as) | 
«| ITE- сся - G> F (юй 


—0 (h—0), 
同 理 可 证 


+], T(s)fG + h- syds>T(Df00) (0-0) 


oD =f' Ta- 5) f’ (s)ds+T fC) 
0 
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хе, АТ С° 0,7) В), 
为 证 mmED(4)， 我 们 改写 差 商 
h) - Th) -I 
00-0. тр Т@-5)](5)48 


+5 
+ к T(t+ h— 5) ](5)45, 
t 
由 了 的 连续 性 易 知 
н" T+ h-s)f(s)ds->/GD (0-0), 


АБ. a и ОЕ, Ж 
lim (T (h) - naf? T@-s)f(s)às 
һ-0 ° 
存在 ， 这 说 明 uat) € D(A) ,# B. 
и%@) = — Au, (lt) + f (0). 
故 uwED(4) 满 足 
d 
[ +Ашщ@) = fO), 
us(0) = 0, 
由 关于 u, ЖП и, 所 得 的 结论 推 知 4ECIL0,T]sB) 且 满 足 
(3.56), | 
5.5 ”抛物 型 方程 解 的 正则 性 ( 邓 数 不 依赖 于 t 的 情形 ) 
定理 3.20 Ш OCR" 是 3QEC2: HARER, MIAP 
A= ~ (а(х) ру) + bi(x)Diu + e (x) 
的 系数 满足 光滑 条 件 和 一 致 强 椭圆 条 件 
аз ЄС" (9), bi,c EL*(O), 
Кеа; 2201 |, х0, ¿€ R, 
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Га 


| 


这 里 ( ， ) 是 Z2(2) 和 的 内 积 。 于 02+ 4) 一 存 


在 且 有 估计 


I+ А) - 427, 


Ка 7. Б, 
в 

KG- >a. 
由 Hille-Yosida 定理 ，- А д. LO) LIGEL ФОТО) 的 


无 穷 小 生成 元 ， 再 由 定理 3.19， 存 在 ECI[0,T];L2(2))， 
ult) ЄрсА) Е (3.56), 车 IRU) (x) = u(x,t), M PR MB 


Skot Ce ,为 在 CO 上 存在 并 且 满 足 


ои (хл) = D;GajDiu(x,t)) + biDiu(x,t) + ceu(x,t) 


=f (x, ОЕ, (3.57) 
u(x,t) = 0, ZE, 
и(х,0) = ш,(х), Ой. 
定理 证 毕 。1| 


采用 双 近 推理 ， 可 以 降低 对 ЯП uo 09 GR. 
定理 3.21 设 定理 3.20 中 关于 算 子 4 的 系数 的 条 件 满 
是 ， 相 应 双 线 性 型 a 满足 
a(u,v)=a(v,u), fEL?(Q), uw EHICO), 
则 存在 u EH*1(Q) 满 足 (3.57); 且 有 估计 
Паго Cf lo,0 + luolia). (3.58) 
证 明 JR f, €eC'i([0,TJ;L2 (Q) ио EHAO) NHO) 
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分 别 满足 

If. = Flo,o—>0, [шөл = uolli,o—>0, n— oo, 
ШЖ 理 3.20, 存在 un€C1C[0,T];L2(0)) ,un(t) € H?(Q) 
NHO WE 


dun É 
i GQ) + Аи, (0) = f, GO, (3.59) 


Un (0) = ux, 
不 失 一 般 性 可 设 
a(u,v)2>a|u| 2, ҮЄН! (0), 
(3.59) 两 端 与 u, С) Е LO) РАВНЕ O, D ERD, 


sluit + асаа аа 
= сло sun) ae, 


ОИТ 


Saaf, Olia + | тюн + а, ра, 
由 此 得 
т 
сог] lun) lidt 
0 


<C (itol + лога). 


du, 


《3.597 两 端 与 -0 在 LO HERR, ЕО, 0) Ы 


* du, j? 1 1 
Í. [ој Ki + p A CURC), un(t)) — Bauon, uon) 
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= (ло, т) 


<f nona +f [е "|, 
利用 4 {Е H; (Q) БЕИТ ЭРЕ 


Í [г й + us (t i? 


<с([ пона luonti). 


出 上 述 估计 ， 可 抽出 子 列 ， 仍 记 为 uw， 满足 :n 习 co 时 
ua—u, f#EL°(0,T H СО), 


du, 


d 
чүс, fE АСО) 88. 
u 满足 方程 (3.56)， 由 椭圆 型 方程 解 的 正则 性 
à М 
{ч тот; ау (ШЕ Z2(9)) + Fl... op) 


<C (1,2 от zza + чой). 


从 而 估计 (3.58)? 成 立 。1 


5.4 ”抛物 型 方程 解 的 正则 性 (条 数 依 赖 ! 的 情形 ) 


本 段 仍 设 QCR" 是 Cz 有 界 区 域 ， 算 子 系数 依赖 于 t+ ，， 
AG) = -Dj(aijCx,t) D) + bi(x,t) D i + e(x,t), 


a(t,u,tu) =Í Cai; (x,t) DiuDjD+ b, (x t) (Юи) 
° 


+e(x,t)up)d<x, 
共 中 系数 满足 条 件 


217 


aj ECO), b,e€L°(Q), 
10ка (x,t) – DkaijCx ,t.) | 
<е|һ-1,|,|ң(х,һ)у — bilx,t,)| 63.60) 
оја tl, lele, ti) – сбх, 6) |е – tel, 
Vi,jj,k=1l,= n, x€Q, 4,6Є0,Т), 
a(x, t) EE >al, GD €Q, FER", (3,61) 


定理 3.22 ”在 条 件 (3.60) 一 (3.62) 之 下 ， 对 f ELO) 
和 uoEH3(CQ) 存 在 瞧 一 的 u€EC([0,7TJ; Hi) ПН" (Q) 
满足 (3,.57) 和 估计 (3.58)。 
证 明 取 At>0， 共 值 待定 1@О„,= Ох (0,Л0), 
Z4t=30x (0,At)， 定 义 空间 
K. = L2(Q,) x H) (Q) 
和 算 子 
R, икэ(А(@ф уи+и/, и(х,0)), 
Ri инкэ(А(оуи+и/, и(х,0)), 
显然 
R, RoE Z(H”! (Qa), Kai). 
ЗПП Т К ДЈ, НУТС, ч) ЄК, Ж 
uE H” (Qa) Y L2(0,T HICO)) 
满足 方程 
Ки = (f ,10). (3.63) 


与 Re 相应 的 A(0) 不 依赖 于 t， 由 定理 3.21,R 是 НО) 
ML?C0,T;H38《0)) 到 Ks 的 一 个 映射 ， 满 足 
ПЕ azia лоо. (3.64) 


Еи Н ГЕНО, КАЕ а зеў 
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对 称 ， 不 过 类 似 地 可 证 定理 3.21 仍 成 立 。 
利用 算 子 Ro 可 把 《3.63》 改 和 写 为 
[I + ЕСЕ Ro) Ju = КС, ио), (3.65) 
HFS = RiICR-RoOE2 (Н (Од, )), WHISK, HJ jm 
(1+ 5S) 存在 。 我 们 可 选 At 充 分 小 以 使 1S1<1. 实际 上 
由 (3.64) 
{58 ISIR e ок оно os [R Ко изо a ga 


<C IR- Rolau KUTIN 


对 任意 uEH”(Q4,)， 由 所 假定 的 系数 的 光滑 性 
ICR- Ао) ulz, = ПСА -AGO ulo,0, 
= [D;(aj(x,t) — ai1(x,0)) Diu) + (b (x,t) 
—biCx,0)) руи + (C(x,t) — Сх, 0))и[ алк 
103 6а3 6,0) – ais(x,0)Diu|o,qa: 
+ | Caia 6,0) – ах, 0) риш) logas 
+ СА; ||, ол, + СА иел, 
<бОАи[ы,е„,. 
于 是 
{8 [sam o, SEAE 
注意 C AER, 并且 若 区 间 (0,At) 换 为 (to,to+ Му, 
C 也 与 如 无 关 。 取 定 At>>0， 使 CAt<1， 将 AISI» 
这 时 (3.65) 可 解 ， 记 其 解 为 WwW。 再 解 问题 


2 
+ Au2= f, 
и?(х ‚Агу = u! (x,t), 
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н u EH”), Buteco, At]; H}(0)) GÈ 
证 之 ) 。 经 有 限 步 后 可 达到 上 =T, л 
u(t) =u (t), "G - 1)At<t<iAt,. 1=1, 2 
wf u € Н" ONC, T]; Hi), НЯ 1} (3.58), 1 
进一步 降低 对 了 和 u 的 要 求 ， 可 达到 由 Lions 定 理 导 出 
的 类 似 结论 。 
定理 3.23 设 定理 3.22 的 关于 系数 的 条 件 成 立 ，306E 
С, ЈЄІ?(О,Т,Н-(О)), и,Є1?(0), MTE TEME ч Є 
LECO, T; HCO NCO, T]; LACO WE 
FC- ue асв) - (7,0144 =o, 
YPECECCO, T); H3 (0)), (3.66) 
u (0) =u, 
证 明 ” 仍 采 用 这 近 推理 。 取 fn € LOF ua E Hi (Q) 
满足 
fn Асот во) 90, luon- uolo,o->0 (п->оо), 
由 定理 3,22， 存 在 un ЄН" (О) NCOCCO, T]; H3 (Оуу E 
du 
[a Аш = fn, (8.67?) 
ux (0) = un, 
方程 两 端 与 un(b) 作 内 积 (在 L2(9) ED, 0,0 E BU, 
lua CNi- 1uali [асаа 
= о.о uya. 
1н Gàrding 不 等 式 不 失 一 般 性 可 设 
a(t,u,u)2>a|e]|:, vyvEH}(O), 
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于 是 有 
{шю +af unce gat 
° 


КР? А 
< [asa ualia + luonti, 
хш lal = [/„Їїн-1о. ШЖ 
Тт 
„юн + о, оа 
° 


<o (f tsalde +), 
С, Ji n 无 关 的 常数 。 对 un, 用 这 一 估计 给 出 
Па 0) – ОП 
ФОС, – fs 12 o, вор + Чот — s|) >0, 
п,т->осо, 

Ж и.) €C([0,TJ; L*《(0))， 故 存在 

u€EL?(0,TH3CO) ПС(0,Т7,1200)) 
满足 n>oo 时 ，un(t)>ult)， 在 L?(0) 中 一 致 (关于 t €[0, 
TD ,n=oot}, un (t)>u(t), ZE L?(0,T,H}(0)), 
方程 (3.67) 乘 以 PEC3C(0,T); H1(0)) ,在 Q 上 积分 ， 


сеа, talun- fn,9) de, 


& п 一 co 取 极 限 得 (3.66). 1 
对 于 非 齐 次 边 值 我 们 有 
推论 3.7 在 定理 3,22 的 条 件 之 下 ,又 设 g EHAE), 
uÍ € H'(Q) ,满足 相 容 条 件 
u(x) = g(x,0), XEN, (3.68) 
ТЕНЕ — уи € НО) 
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+ Au= f, Ор, 
| ZE, 
u(x,0)=u (x), ОЙ, 

证 明 由 关于 9 和 wo 的 条 件 ， 根 据 各 向 异 性 25 |н] 
定理 3.11 知 存在 wEH?”1(0) 满 足 
w(x,t)=g(x,t)，xE930,tE (0,T)《 在 3Q 上 泪 的 意义 下 》 

w(x,0) =u), 
KHEM. 22, HEHE v EH”) 1 Co([0,TJ; H (Q) RE: 


к f -2 Au, Q k, 


v(x,0) = 0, xeo, 
则 4=v+w 即 为 所 求 。 | 
我 们 清楚 看 到 ， 侍 群 方 法 离 不 开 相 应 椭 回 型 方程 解 的 正 
则 性 结果 ， 并 且 对 系数 和 边界 的 要 求 比 Lions 定理 应 用 时 较 
高 。 但 一 旦 有 了 椭圆 型 方程 正则 性 结果 ， 利 用 个 群 方法 ， 对 
抛物 型 方程 的 正则 性 结果 重 手 可 得 ， 利 用 允 近 推理 ， 可 进 一 
步 派 生出 弱 解 存在 性 结论 。 


$6 Fourier 变 换 和 抛物 型 方程 解 的 正则 性 


本 节 假 定 二 阶 椭 罚 算 子 
A= -Dj(aijDi) + biDit+e 


PRATIK t 且 有 光 沿 性 
a,b,c € C=(Q9), 30EC™ (3.69) 
和 强 椭圆 性 
Rea; (х) E: >a] E, LEQ, EER" арок. 


(3.70) 
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ЖАЛЕЕТ, H Gårding 不 等 式 知 存在 46>0 和 
6>018# 
a,v) + 2010152251018, УНСО), 
还 假设 
аби „оу =аф,и), (3.71) 

3 (1 ҮДТ Р Йй) ЖӨЕ. 

31783.13 设 fEH:(0)，kEZ,， 则 存在 4€ Ht+*(0) 
NHH8(Q) 满 足 方程 


(А + р)и= f, (3.72) 

其 中 Rep 之 fo， 且 有 佑 计 
еа, (8.73) 
lules <C Ale + lP ID. (3.74) 


C 是 与 1 ,Pn 无 关 的 常数 。 

证 明 ”由 椭 吕 型 方程 弱 解 存在 性 及 正 MU 性 ЖЕ M, TE 
uE 2(O) 满 足 方 程 (3.72). 留 给 我 们 的 事情 只 是 验证 (3.73) 
及 (3.74)。 

方程 (3.72) 两 端 与 4 作 内 积 得 

a(u,u)+ (E+in |15 = (/,ш), p=£+in, (3.75) 
НАА, Ир Gàrding 不 等 式 得 
CE -ED Пао, 
E>. И} 
£lulÍ <21/lo, 
TECG. ID ЕЛУ, ERE H a WJ Иши AREE а 为 
实数 ， 我 们 得 
nlu|š=Im(/,uy <fl llul. 
这 就 证 明了 估计 (3 .73).。 
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Hi 7у 2 BE ИЗЛЕ ИТЕЛЕ EE, FES p 无 关 的 常数 C 
使 
Па SECUS- рик + uld <C (Ifl, + 1р1. 
由 内 播 不 等 式 得 
lol lules luli pE ful) 
<C Celule + C(e)|p|%**2Z2|u| o), 
取 e>0 HE C’ Ce = 27 即 得 
bulra SCAS + 1012222 ulo). 
再 结合 估计 (3.73)， 便 导出 (3.74)。 | 
定理 3.24 ”在 假设 (3.69) 一 (3.7]) 之 下 , 设 f EHAO) 
满足 
Dif(x,0)=0, j<(k-1)/2, 


1 
DID) ELO) k/2= a+ HEZ, 


则 存在 u€EH: +2x(8+2)L2(Q) 满 足 


ә 
эр+Аш=/, — G,)€0, 
u(x,t) =0, (x,t) EZ, 
u(x,0)=0, xea, 


证 明 Q t <0 Dh fO =0, ENEIT, 
根据 引 理 3.4， 关 于 了 的 假定 保证 延 拓 后 
ЄН (Ох R’) = L?(R!;, H+ (0)) Н» (Ri LE (Q)), 
我 们 在 В! 上 解 “ 常 ”微分 方程 
а АИ, 63,76) 
ЖЕ ШЕ НСО) Еу И, Ад Ht (Q) 中 的 无 界 
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算 子 ， 
DA) = НСО) НСО), [аа = [нк + ПАА. 
PA L(p) ig et f f Fourier ЖЕ а, 称 之 为 f 的 Laplace 变 
їй, BH 
L(p) = (Lf) (p) = LE + in) = (F (e7 * f (ууу (л) 


=Í ет fdt, 


在 方程 (3.76) 两 端 进行 Laplace 变换 ， 
(А+ p)ZLU = L/, 
LU= (А+ р) 1 = CA+p) 1L(p), 
由 Fourier 变换 的 反 演 公式 
e-t tU = Ру1((А+ ру7\1.(р)), 
这 里 Ру! 表示 对 变量 7 进行 Fourier 省 变换 .由 估计 (3.74), 
ПСА + PLOILE) |x + |р|+/*[1.(ру 10). 
由 于 estfEL2(CR!,H+(Q)) ,根据 L?(R!;H*(Q)) 中 Fourier 
变换 的 Planchrel 定理 ， 
ПЕС + іп) [Є 1283), 
Z etti f EHE? (В! ,12(0)), H HCR! LOHE, 
ГС + in) lo € LCR3). 
{СА + р) 12. (р) |... EL RY). 
ЖОН L2(R1;Ht+2(Q)):B BJ Plancherel 定理 ， 
estUEL(R!, H+?(0)). 
又 由 估计 (3.73)， 
[pl +A + р). (р) Slp PILER, 
H НЮ (Ri LP (Q) BS E X, 
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Ue-ss ЄНЇ 2*1(R:,L260Q)), 
限制 在 (0, T) ERNIE] uc НЛ (Оу, | 
关于 一 般 初 边 值 问题 我 们 有 
推论 3.8 设 算 子 A4 满 趾 (3.69) 一 (3.71),/ EH*'* О) 
женинин (QM BE fF 


DiCAw+ шук, = DIf Ge,0) ,rE 0, 001, 


FFD Aw w) Ору) ELO), 


k=24-1, 1Є2., 
Ш иені 


и= и, ZE, 
u(x,0)=w(0), QÑ, 
推论 .9 设 算 子 A 满足 (3.69)—(3.71),f ELO) n 
gEHS HACE), u € H'(Q), Hg 和 wo 满足 祖 容 条 件 
u(x) = g(x,0), x€ Q, 


к Qm, 


则 存在 唯一 的 u € H°! (Q) E: 
s + Au = f, QÑ, 
ш ZE, 


u(x,0)=uo《x)， QA, 
3 Е 


1. B 是 一 个 Banach 2 fij, иЄС(а,0],В), uE HJ f 
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La, b] Ritik, HMHE 20, FEDO, WEIHER 
һ,ьЄ [а,Ь], | - t| <, 
ж 
Па) -и(ь)у{в<є. 

2. u€C([a,bJ; B), HEB u 990, FH Bochner 可 
积 。 

3. 证 明 推论 3.1。 

4. B 是 可 分 Banach 空间 , f,g€Lioe(a,b;B), уФЄ 
C%(a,b), i 


f fo a= f’ 904, 
证 明 76) = 90), a.e.tE (a,b), 
5. «ЄС (а,ь7, В), b’ ЄВ’, Е 
Cb’ и) = (7 и), 
6. В Hilbert ЖЇН], #Ë ¿r L?(R!, В) фо Plancherel 
定理 。 
7. B 是 Hilbert Æ], tE (1/2,3/2)， 证 明 
Н'К',В)с;С'-2(К!,В), 
8. 设 9 是 足够 光滑 的 区 域 ， 证 明 
H” (R* x R’) | са,ьу = La,b;H" (0)) N H'a, b; L0), 
9. u€H”*(Qx (а,Б)), МЕН 


ена, (56-1) 


10. ЕВ LCa, b B 58. 
11, IEH LCR; DAF EE, BII} uc LCR, B) 
# 
fa JuGt+ hy- u(t) jg 4-—>0 (h0). 
227 


12, A, 和 A, 是 Banach 宏 间 B 中 的 两 个 可 交换 的 有 界 
线性 算 子 ， 证 明 e411+42 =e4le42。 


13. Ає (В), Лар (et O) = Ае!^, 


14. QCR", AG) = - Ру(ау(х„ уру + bi ,t) Dyu + 
ez, 区， 研究 问题 


ay Q 内， 


а: 
ди _ 
ТИШ; БЕ, 
u(x,0)=u(x), xEQ 

В u € Н?! (Оуу Е. 

15. 4 同上 题 ， 研 究 问题 

9 
a t Au= f, Ою, 
ди 
эр * ou= 9 ZE, 
u(x,0)=uo《x)， QÑ 


А u € Нә! (О) (Е. 

` 16. 站 是 一 个 Hilbert 空间 ，a(t,u,v) 是 V 上 的 有 界 共 

Ж #% ИНЕШ, aCe,u, v) EC! CCa, bJ), MEB] E % £ M> 0 

使 
lalt, u,v) | <M [и], 
la’ (2,и,0) |<M]ullol, 
te[a,b],u wEV, 

17. О 是 边界 光滑 的 区 域 ， 
И"(0,Т;2у = {иє1?(0,Т;Н"+1 (0)) | 
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ш EL,T;H" (9))}, 
证 明 
#"(0,Т;д2)с;С°(Го,Т];Н" саду), 
18, mEZ,m 之 1,0 是 有 界 开 集 ,30E C"， 考 虑 问题 


эн — Au= f, ор, 
u=g ZE, 
ulx,0) =u (x), ой, 
iz 
JELO, o0; H"™-2(Q)), u € H*-1(Q) ,g€ L*(0,co ,H"(Q), 
99 110, оо;Н"-2(0)), 


用 Laplace 变换 证 明 问题 有 解 uEW"(0,T;0)。 
19, O= (a,b)， 用 特征 画 数 展开 解 下 列 问题 
а а а<х<Ь, t>0, 
иба) = 9.0), чл) = дь), 120, 
u(x,0) = uC) € (a ,b), 
20, Q=(C@,J) € К*|хї+ уз), ЛР (E 西数 展开 
解 下 列 问题 
э” = Au, G, € 9, r>, 
исен), >o, 
и(х,у,0) = u(t, y) ELO), 
21. 给 定 Hilbert Æj] V,H,VGH ,a (t, u,v) 是 Y 上 的 
KIRAM, a,u, ECR), Vu,vEV, 
ja@,u,v) |+ |a” Gu) | <Mlull%l, 
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Realt,0,) >alvl’, a>0, veev. 
1) 给 定 fEL*(R!';H)， 存 在 uEL*(R!;V) 满 足 、 


d 
426400,0) talt, ult), o) = (ft) 0), 


2) 用 对 t 的 Fourier 变换 证 明 存 在 C 使 
Г eora<cf irapa, 


由 此 导出 唯一 性 。 
3) ik f, f’ € L*(R';H), WEB w’ EL?(R!;V). 


(ER: оь = вис в-а) 
Говоре, c 5 веж). 


4) ЕВА [т [206 IL2(R!;H), 
22, QCR?, Н = 120), У = {u € LX0)| D, u € LX(Q)}, 


a(t,u,v) =Í a, (x,t)Di,u Di bdx, 
° 
a € L>(Q), Rea,(x,t)>a>0, а.е. (x,t) € Q, f€ L2(Q), 
证 明 存 在 uEL*(0) 满 足 D yu € L: (Q), 
“саа, а,в) aa = [евэ 
о ° 


Ve€eC1([0,TJ;V),e (0) = Ф(Т) = 0, 
u(x,0) =u (x), хЄ0, 
GH u 所 满足 的 方程 。 
23. QCR",aQ0€ C=,H1Y(Q)CVCH:(Q),Q = О„(0,Т), 


а,(,и,0) = f on DDD, aero, 
a,u) = | абе, 
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a EL” x (0,Т)),Г=а0, 
Кеа, >al], EEC", a, (x,t) >0,>0, 


3 
aD ELT x (0,7)), 


FELO), єн! Гу, 
ЙЕШТЕТЕЩ — Ay u Є15єЄ1200,Т,У у E 


Гаа, мо) уво таа naha 


= ао, деда, 
VvEV, ФєЄС!((0,Т]), ФТ) =0, 


GH u 所 满足 的 方程 和 初 边 条 件 。 

24. 前 题 取 耻 = Hi《Q)， 写 出 相应 的 边 条件 。 

25. MAR V = {Є HN9)lv|r,=0},T CT,mesT ,>0, 
“ 写 出 相应 的 边 条 件 。 

26. 设 VGH，alt,u,v) 是 V 上 的 双 绪 性 型 ， 

laG,u,) |<M]ullol, vu,veV, 
React, v, v) >а|0|°, у EV, ао, 

EEEH, „ЄЎ, |En- El 0 Cno), 2, = 和 co。 
TOLU L1/An п EE KELAT, 没 f e 200, T H), 


alt,u, v) = (А(0ди,0)), AWELU), 


и a +t(hk+1) 

Aa =a ACDdt, Kk=0,1,%,n—1, 
A 
a +(k+1)h 

Лк = 07 О), К=б,!,+е,п-1, 
th 


证 明 存在 uka €V 总 下 列 “ 椭 也 型 ”方程 的 解 
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(CAkatika ,0)) +h! (икн — цера Y) 
| =(ka,u), Vu €V, 
Un = Ën. 
定义 
0, t <0; 
Ens  tECO, Hn]; 
Urns ELpnt+ kh, pn + (k + 131, 
k=0,1,°,n— 1。 
证 明 поо 时 un>uEL?(0,T;V) 满 足 


d 
ы + Tu) ,0 = (0) ,0), 9#/(0,Т):, 
u(0) =£, 


un(t) = 
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第 四 章 ” 双 曲 型 方程 


和 抛物 型 方程 的 情形 一 样 ， 在 椭 辐 型 方程 解 的 正则 性 结 
果 之 后 ， 对 相应 向 量 画 数 的 一 阶 方程 授 引 侍 群 方法 即 可 建立 
强 解 的 存在 性 。 对 于 一 般 的 双 曲 型 方程 基于 Lions 定理 可 以 
得 到 弱 解 的 存在 性 及 正则 性 。 对 于 发 展 方程 ，Galerkin 方法 
也 是 普 汤 采用 并 行 之 有 效 的 方法 ， 它 用 有 穷 维 空间 里 的 常 微 
分 方程 组 逼近 无 穷 维 空间 里 的 方程 。 当 有 穷 维 空间 恰好 由 相 
应 椭圆 算 子 的 特征 画 数 张 成 时 ，Galerkin 方法 归结 为 特征 画 
数 展开 方法 ， 这 时 解 被 写成 级 数 形式 ， 对 建立 弱 解 存在 性 万 
其 方便 。 


$1 半 群 方法 


我 们 知道 个 群 方法 特别 适用 于 算 子 系数 不 依 顿 于 上 的 情 
形 。 设 OCR",3QEC?, 考 虑 算 子 
Au= – Dila (x) Diu) + (х) уи + ох), (4,1) 
一 如 既往 ， 我 们 对 系数 做 假设 
a; €C%%16(Q),b,,e € L>(Q), 
aika, rE, EER", 
a(u,v) = | C Diupso +bi(*)(D;u)ð + С(х)ир)ӣх 


=a@,u), Yu, EH} (O), (4.2) 
定理 4.1 ЄС! 0, T]; LO), uo E HXO) N HIO), 
u EHO) ,在 条 件 (4.2) 之 下 ， 存 在 唯一 的 
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u€Co([0,TJ; H?(0)) 1 C'([0,TJ; H; C0)) 


ПС*@(Г0,Т];1*со)у), 
满足 
9и Au=f， ОЙ, 
ulx,0) =u), ZE, (4.3) 


ә 
Tasua), 9 内 。 


证 明 pevu = ис, D HRUDE G 为 方程 


组 
u -v=0, 
[> «лн, (4.4) 
и(0) = uo,” (0) =u,, 
号 | 进 向 量 和 算 子 


oC) (5) 
о-а(5)- (0) 


方程 (4.4) 可 写 为 一 个 向 量 西数 
r +QU = F, 
исо) = (®) =, 
我 们 取 基 本 空间 和 @ 的 定义 域 
E = H} (Q) x 2(Q),D(Q) =H*(Q) NH} (Q) хН! (0), 
显然 有 D(Q) = Е, ТЕН 4 充分 大 时 ， 对 任意 
F=(f1,f)"EE, 


(4.5) 
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方程 
Q +QU=F (4.6) 


有 解 ， 这 相当 于 解 方程 组 
Mu -= 广 EBICO)， 
Av + Au = },Є1?(О), 
出 第 一 个 方程 v= iu- fi RABDARE 
Atu +Au= f, +Àf), (4.7) 
由 Gàrding 不 等 式 存在 lo,5>0 使 
alv,v) +210152281012, vveH(O). 
于 是 由 椭 册 型 方程 解 的 存在 与 正则 定 理 ， 当 >V 时 (4.7) 
жй ) : 
u€H*(Q) ПН (О), 
相应 地 
s=ju-fie H; (O), 
ЕП U = (u,v)”ED(Q) 是 (4.6) 的 解 ， 这 说 明 X4+Q ЖИ, 
WIE A +O 是 单 射 并 估 计 逆 算 子 的 范 数 ， 我 们 做 下 列 计算 
|0 + ОШ]; = [К+ OU + Q -àUl 
= {(%»+О)Ш] + (4 - 2o)? U1} 
+2(5- AoRe(((A + О), О) в, 
‹‹((% + ОШ ,Ш)у)» = (Cou =v А+ Аи)", (и,0)т)) 
= ((%и—-,‚и)), + (Aw + Аи ‚оу, 
= ((5и-,и)), + 401015 +acu,o), 
为 消去 项 alu,v) ,我 们 特意 在 HiCQ) 中 引入 内 积 


(4,0))1 =a(u,o) + hu,v), (4.8) 
不 妨 设 和 如 此 大 ， 以 致 
w, olei. (4.9) 


对 于 这 样 引入 的 内 积 ， 我 们 有 
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(020+ 0)0 7) =aG@QoƏu-u,u) + %(Җ%и —v,u) 
š +21012 +a(u,v) 
= Җа(и,и) -a(v,u) +А2(и,и) 
= Aou, u) + А1012 + eu,v) 
= А,(а(и,и) + Au,u)—- (u,u)+ (0,0)), 
H Cauchy-Schwarz 不 等 式 
Re(K((+Q)U,U))zE2>A0 (Cu,u) = |01101 + (@ю,ь)):>0, 
于 是 有 
П + ОШ] A Ао) У |5, 
f [Q + OIK CA - 407. 


递 推 得 
[eG 


由 Hille-Yosida 定理 ，- @ Е ЖЕНЕР ТО) 
的 无 穷 小 生成 元 。 再 由 UVoeD(o) ,FEC:[0,T];E) ,根据 
定理 3.19，Cauchy 问题 (4.5) 有 解 
UeC:iG[0,TJ;E),UG)€ D(Q), 
即 
u€ECL0,T];H3(0)), 
v=u’ ЄС!((0,Т];12(0)), 
u(t) € H?(Q) ПН: (О), 
由 方程 hu(t) =f) — u” t) ECCO, T]; L?(0)) 
易 知 
u€C°5%([0,TJ;H2(Q)), | 
定理 4.2 设 算 子 A 的 系数 满足 条 件 (4.2)， 
FEL), uE H3 (9), u, ELO), 
则 存在 唯一 的 
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uE CoCo, T]; H3 (0) DC: [o,TJ, L200)) 
2 
MEUD, жа EL2(0,7; H1C0)) ,方程 的 意义 是 


ft- (u ,ф') +а(и,ф) — (7,9) 02 — (и,,еФ(0)) = 0, 
УРЄФ = {ФЄС!([0,Т1;Н(0)|е(Ту =0}. (4,10) 

“证明 ”采用 逼近 推理 取 

f€ C'i([0,TJ;L*(Q)),u|a| ECCO) ,un € CFO) 


WE: 34 n оо 
Ifan- Float, luon — tolio 0, tin – ш. oo 一 0。 
由 定理 4.1， 存 在 
unEC(C0,7T] Н?0)) ПС'(0,Т7; H (Оуу 
пе?со,77, L*(0)) 

满足 
(әз Un 
| "э + Aun= fn, Q is, 
| 0 ue ГЬ, ал» 


Е ебх, 0) =шһ ОЙ, 


\ 


现在 对 逼近 解 un 做 估计 。 аот EE L: (Q) rh 
做 内 积 ， 注 意 到 4 Е, IO 


d /un d 
(о, о) + [aaa ,un dt 


=F (о a со), 
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duno, f? 
Ba |. ао а 9С) -Cion stion) 


dun 2 
«и +f frof a 
H Gàrding 不 等 式 
Ju, (Туе + lu, CT) „е Ао (ТУ 
Р 
«чо к Моо А + о yta. 
由 于 
т 
иин | одд, 
o 


lun (T) loro < luon loro + |7 Їч о 


我 们 有 (把 了 换 为 上 ) 
u, GO], + lunc) 12, 
<C (фиш + 1а + [Фей ). 
H Gronwall 不 等 式 ( 见 下 面 的 引 理 )， 从 上 式 即 得 
Bu, CO 18, + lu, GO 1, 
<C(luoall + ЇїшЇ$,в + Ї/»ЇФ,). (4.12) 
对 us 一 um 用 这 个 不 等 式 ， 我 们 得 到 
Jus O — un GO 18,0 + lu 0 — ua GO Era 
<KC (luon – чоло + [ui шп 08, + fs — fml3,0)—>0, 
п,т->»оо, 
TEH nokt 
и.а) >u) ,在 HO HRF t 80,778, 
и, (>w (区 ,在 严 (9) 中 关于 上 在 [0, T] — 3, 
又 us йй u, 分 别 在 区 间 [0,7TJ 上 作为 H; (Ql LP COE Ei 
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Ж, Br: ВО BIR и ЖП u” 在 [0,T] 上 作为 Hi eQ) 
пт СО) у ER, 
PES, (4,11) i 的 方程 与 9 在 LCQ) 中 做 内 积 ， 利 
AE Green 公式 得 到 


eos Cn, 0)18t — Gaza, 000) = 0, 


ИНДИ CA, 10). 
їй цо= 0,ш=0,/= 0,010 и=0, 为 此 


A n — coi 


БЕ 


HCE se Q, Т), А 


А |1. u(o)do, #<5; 
0, t>s, 
4VAG.10)8:H; 
ИССИ 
Е, 


. d 
[ 42626,9) - (и,и)]4 =0, 


Ша фул 


абр (5) ,p(s)) -a Cp C0), e (0)) 
= Cu(s), u(s)) + (u(0),u(0))=0, 


(Ë ult) dt, f u(t)dt ) +(u(s),u(s))=0. 
由 Girding 不 等 式 
olf иу Ñ +; иа [ 


< «юн, 
5 


и(5) =0,sE(0,T) 任 意 。 | 
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51384. 1(Gronwall 不 等 式 ) 设 JeC([0, TID, f>0, 
满足 


f(D SO +с,[' fdr, 


C4 和 Cs 是 非 负 常数 ， 则 有 
/@)у<Сүеб›! ,t€e[0,TJ. 
证 明 A 
РО) = | feae + етен, 
0 . 


则 有 
F’(t)= 05 -a f' f(s)ds -С,)<о, 
#k F #EL0,TJ38J8 FEE, F)<F0), HJ 


f fC dte-ort + беч. 


由 此 即 得 结论 。 1 


$2 Lions 定理 和 双 曲 型 方程 


上 节 我 们 讨论 了 齐 次 Dirichlet 边 条 件 的 双 曲 型 方程 的 
Cauchy 问 题 ， 大 凡 系数 不 依 顿 于 t 的 椭 贺 型 方程 解 的 正则 性 
问题 一 旦 解决 ， 相 应 双 曲 型 方程 的 Cauchy 问题 Ж] АРУ 
法 即 应 刃 而 解 。 利 用 对 t 的 冻结 方法 ， 采 数 依赖 于 t 时 相应 
问题 亦 可 解决 。 当 相应 椭 加 型 方程 解 的 正则 性 问题 告 未 解决 
时 ， 我 们 可 采用 基于 Lions 定理 的 方法 。 


2.1 双 曲 型 方程 解 的 存在 唯一 性 
和 讨论 抽象 抛物 型 方程 的 框架 一 样 , 给 定 两 个 可 分 
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Hilbert Z VAH, VGH, VÆH h M %ë, V AH N 
BAAC , DAC ， ), 范 数 分 别 记 为 上 [Яп] |. 
НЫННАН, А Ате 53% УС̧НСУ/, 
定理 4.5 HEV Бел 
а(,и,) 1Є[0,Т], 


满足 条 件 
aÇ» ,u,v)EC’([a,T]), Yu,vEV( 连 续 性 )， 
а(2,и,0) =at, v, u) СИ: xT arik), 


{ЕЛЕ A, a>0, аб, оо) +A|u|22a|o|°, VvEV GRETE), 
则 存在 唯一 的 画 数 uEL*(0,T;V) ,满足 
w EL2(0,T; H) ,u" є1^0,Т,У”)у, 
OD кава) о) = 0,0), 


VVEV ,a.e.t€ (0,T), 
u(0) = 0， (4.13) 
и (0) = ua。 

以 下 为 叙述 简单 ， 设 4=0, 而 把 4 二 0 的 情 形 留 作 习 题 
《注意 大 不 象 抛物 情形 那样 ， 做 变换 и = елш 不 能 直接 达到 
目的 ， 因 为 这 里 出 现 了 关于 t 的 一 阶 导 数 项 w')。 我 们 延 拓 
4alt,u,V) 到 tE[0,c0) ,保持 下 列 性 质 

Габ, и, о) |+ [a t, u,v) | <M ulloi, 
Yu,vEV,tE[0, œ). 

在 证 明定 理 之 前 ， 先 准备 几 个 引 理 。 

313484.2 设 V 是 任 一 Hilbert 空间 ， 对 任 X uE 
Н'0, оо; V) i 


(4.14) 


u(t)—>0 (оо), 
证 明 以 ( ，) 记 站 中 的 内 积 ， 由 Newton-Leibniz 公式 
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4 
CUCD, uC) = (u C0) 0) + |, ау (ш аа 


i 
=2Re Í Cu’ (0) ,u(t)) di, 
° 
M| Cu GO ас) |< |а 0 а al lu | ELCO , оо) т 
Cu’ (t) ,u(t)) ЄІЛ(0, оо), 
WARR 
lim (u (0) ‚ч@)) = (u(0), u(0)) +2Ref cu Ct) ,u(t)) dt 
存在 。 又 (u(t) ,u(t)) € L1(0,oco) ,立即 得 
(ult) ,uG@))—0 (оо), | 
引 理 4.5 存在 ”>>0 和 8>0, 使 对 任意 
РЕФ = (е? 'рЄІ?(0, оо; И) |е? tg € 2(0,co; И); 
e” to” Є12(0,со; Н), (0) =0) 
有 不 等 式 
Ref” Габе? tp, etp) — (9’, (e7? toy Jdt 
° 
>В|Ф|$, (4.15) 
其 中 
ПАИС 1877597 Patt Ie’ Q), 
(4.16) 
证 归 ”我 们 分 别 估计 (4.15) 左 总 的 每 一 项 。 
X= zRef” a(t,e"tg,e-?tg/')dt 
° 


W d 
= Гас, оо) оа) -а' 000) ja 


ә 
а' (2,9,9) =l, PA). 
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ЕЕН 
е7”. ((0(Q ,02G0))—0 G— + ec), 
由 4 的 有 措 任 创利 用 引 理 4.2， 
[а@,Ф@),е@))|<М{е@)у|%->0 C — oo), 
进行 分 训 玫 分 年 利用 a” 的 在 界 性 得 
x -| e731 {2yalt,p,9) —a’ (t,f,9)}dt 


-f e=: гуа -My oh, 
类 似 地 ， 
“=2Re (-F (Ф/ ‚(е—%”*ф/ у^” уй 
° 
= -| (CA ‚(е—37*ф/ Xy )dt- F (Cert y, ,pat 
° ° 


= vf e72” e (g, уа: -f e-tr0[(@7,27)+(@”,2#)Jdt 
0 ° 
> = d 

-4f Д2) етар 0 o )dt 
0 о 


БАСЕ 
X tJ HF Rl hi 
x+y>f e271t[C2ya — M) jol? +2у|е/ |2Jdt + |” (0) 1°, 
Hz y=max((M +2)/(2a),1), WA X +Y >fl. | 
EIAI W y2>025|8R4.3rR05 33, Ar 
F=(u|e"*!tu€ L2(0,coy V), 
e™”tu’ Є1Ї#(0,оо; H),u(0) = 0), 
Ф = {le pE 120, оо; V), e” 'ф/ € L2(0,coy V), 
е—*'ф” ЄІ2(0, оо; Н),Ф(0) =0}, 
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з= ther rule jetu ea, 


Ecu, = [7 Cate tueg) = G (е? tg) Jdt, 
А 
иЄЕ,ФєФ, 

Le) = | е, tgr ydt + Gu,0’ (0), 
ео 2101, 8191 PR4.3, ЕФ F 3 jJ, pi Lions ¿E 
理 ， 存 在 uEF 使 

E(x, p) = 10), VIED, (4.7) 
ЗМЕЙ CV, 0€ С" (0, оо)), М t FAI 00) = 0, 
+ 
о = |, e*:0(o)do,0(t) = (Dr € Ф, 
А 
以 9 代入 (4.17) 得 
IN a(t,uGD), 0 GD dt -[ Си" (t) ,vO7 (t)dt 
° ° 
= [[ ODIDA w 0) ,0) 000). 4.18) 
А 
5 
а@,и,ьу = (Au, v), AWE ё(У,у'), 
和 抛物 型 方程 的 情形 一 样 ， 由 《4.18) 即 得 
А | u” eL?(0,T; V’) 
且 满 足 方程 
и” + Au= f. (4.19) 
ши ECCO, JGV w (О) ЖЖ, Н.Ш 常 的 方法 推 
得 А 
uw (0) = ш, 
(4.19) 与 任意 
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Фєф={ФЄ1Ї#(0,Т;У)|е/ €L°(0,T', Н), (Т) = 0) 
做 对 侦 积 ， 进 行 分 部 积分 得 


| en) ~ Gr Cs0 (0) Id 


= оуан бщ, бо. — G.20) 
现 证 唯一 性 . 设 f=0,w1=0, 要 证 4=0. 任 取 sE€(0,T)， 


g(t) = 人 u(o)do, 1<5; 
0, t>s, 
把 这 个 中 代入 (4.20)， 


|, [aCt,p’ (Ф),Ф@)) ~ Cu’ (0) ,ut)) Jdt=0, 
“га 
Гаа, 0,0) -ee G) 


d 
-g Ou) dt=0, 
a(0,9(0) ,8(0)) + (UCS) ,u(s)) 
+ [| а ве воа =, 
由 a 的 强制 性 和 a’ 的 有 界 性 
ОТАСИ ОТЕ 
Ф 
t 
= а 
v f u(o)do, 
则 有 
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POR uO PKCS pay -vc lat 
° 
<2C |, Jocoladt+ 2С Досе) Ë, 


a -2c9 зс | доа, 
取 so>0 满 足 CL -2C,0) = 十 , 当 0<s<so 叶 


сес [° aypar, 
0 


由 Gronwall REER, > 59, Б} (58) = 0, iü и(5) =0, Se 
ВОЛАР Ар ИЙЕ, teu ЎЕ[ 86,256] F A 32, 
有 限 步 后 即 得 {ЕГ[0,Т] 25 E, | 
мавта тит с 
定理 4.4 REZUM WE, ТЕЁ 
aÇ- u,v) ECCO, TI), uo € DC(A(0), 


则 党 题 


u” Aut) =f, 
fuco =u, (4.21) 
w (0) = щ 
Е и 满足 
иЄІ2(0,Т V) и’ Є12(0,Т,Н) u” ELCO, TV’), 
这 里 WE DC(A(0)) КЧ 
a(t,u,u) = (A(t) u,v) 
定义 的 算 子 AG)€ (У,у) AGO)ue € H. 
证 明 ig 0ЄС°[0,со)) ih 
0002 =]，6 (0) =0, 
СТО рза Ер 
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alt, w(t), V) =9C)CACO)uo Y), VvEV, 
由 Lax-Milgram €M, wE, MRi., 
w” E L°(0,T;V), B. (0) = uo. 
ж U (t) = u(t) -w(t), 则 满足 初 值 UC0) 的 相应 方程 ， 由 
定理 4.3 即 得 结论 。 | 


2.2 双 曲 型 方程 解 的 正则 性 


关于 解 的 正则 性 我 们 有 
定理 4.5 设 定理 4.3 的 条 件 满足 ， 大 且 
аб u,v) EC (0, TD, Vu wEV, 
ff ,fH ELO, T H), 
uo=u1=0, 
则 问题 (4.21) 的 解 满足 
u,u’ |... „uE LO, TV) ,ur+ E L2(0,T H), 
证 明 与 定理 4.3 类 似 ， 留 作 习题。 
例 ОСА" 是 一 个 有 界 区 域 ，39 光滑 ， 取 满足 
H} (Q)CVCH!(Q),H =12(0), 
ЖУ БАВЕ 


a(t,u,u) =Í (aD iuD;0 + biDiuD + сиб) іх, 
° 


其 系数 满足 ， 

ai (x,t): E >al E EER", 

аз, bi, C EL” (О) ,а(• ,ty ECO), 
4ij= ан, bi Е, 0-0 = ц, 

在 这 些 条 件 下 

а(,и,0) =а(,0,и), 
{РДЕ 4,520, 
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a(t,u,u) +4A|u|222ó|e|2, v ee V, 
双 设 
ayCx,* ),bilx,* ) ,cx,* EC CLO,T), 
5-44, эги, жоє 1° (О), 
则 
а( • ,u,.)y€C!i([0,TJ), Yu wEV. 
ҖАЙ f ELIO), u E LQ0) ,由 定理 4.3, 存 在 EL*0 ,TV)， 
满足 
u’ EL(0,T;H),u EL*C0, TsV’), 
и(0) =0,u (0) =u,u” + Au= f. 
# V = НСО), Ши 满足 
дш 
ət? 
u=0, Z Qx (0) E, (4.22) 
(9086,0) =шо), Оой, 
жац, bi, €C), f, f’ СІЗО) ,uo =u = 0, Д] |] Ж 
(4.22) 的 解 u 满足 
u” EL?(Q),u’ EL 0,T ;HCO)). 


=“ (аР) + biDiu + cu=f, 


再 由 椭圆 型 方程 解 的 正则 性 结果 ， 
u€ L:(0,T 有 (9))。 
从 而 «ЄН? О), ` 


$3 Galerkin 方法 
5.1 器 解 的 存在 性 


Galerkin 方法 的 实质 在 于 用 有 穷 维 空 间 上 的 常 微分 方程 
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组 代替 无 穷 维 空间 上 的 变 分 方程 。 得 到 近似 解 序 列 ， 对 近似 
解 做 各 种 估计 ， 在 相应 空间 上 取 弱 玫 敛 极限， 最 后 证 明 这 个 
极限 在 适当 意义 下 满足 方程 和 初 边 条 件 。 
定理 4.6 ”在 定理 4.3 的 条 件 下 ， 设 数据 
fEL’(0,T;H),u EV, u EH, 
ЛЕНЕ — H ue L= (0 ,T V), We 
ueLz:(0,T Hy,u” EL:(0,T;V’) 和 
I u” + Au=f, 
и(0) =u, u’ (0) =u. 
证 明 #иє1°0(0,Т;У)у, W| Au€ L>(0,T V), 从 而 
и” ЄЇЇ(0,Т;У”). Xue L°(0,T, H), FER 
u€c([0,T,Hy#ñu' ECCO, T]: V’). 
这 样 u(0) 和 w’(0) 有 意义 。 
由 V 的 可 分 性 ， 可 取 {w1li=1,2,…}CV ,wi 的 有 限 线性 
组 合 的 子 空间 在 V 中 稠密 ， 又 可 设 {01|i=1,2,…} 在 五 中 标 
UER, Hoo) = 61;。 以 下 列 方式 确 定 信 阶 近 似 解 


(4.21) 


um(t) = > gmiWi, 
iel 


共 中 gmi= Imi (t) 由 下 列 常 微分 方程 组 的 Cauchy 问题 确定 


[в + абу ор) = (би, юр) Hal, un, 
=(Ча)у,ш), j=l, e,m, 


gmi(0) = mis Imi (0) = пын, (4,23) 
Emi 和 1mi 如 下 选择 ， 使 m->oo 时 
|> Д -uo, | D amw = “|. 
i а 
方程 (4.23) 可 改写 为 
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gas + Ууа@,иң,ш)д м = OW), 
i=l 


1=1,2,", m, 
这 里 дъ: 的 系数 at, w, w) ECCT, B H CE), w) 
EL2(0,T) ,由 常 微分 方程 组 的 理论 知道 存在 (4.23) 的 唯一 
解 
Imis 1=1,2, ,m, 
Im Є С'(Г0,77), от; 在 [0,T 了 J] 绝 对 连续 。 
方程 (4.23) 乘 以 9mj;, 对 从 1 至 见 求 和 ， 
(иш) HAC, u (0) ,un(t)) = (ft) ,un t)) 
在 (0,T) 上 积分 ， 取 实 部 的 二 倍 


d d 
f dt rm) ,un Ct de 


-fe run) а 
о 


=2Re | сло) ul aya, 
Гас) |? ~ [иа (0) [+ аСТ, и, (Г) ,un(T)) 
-a(0,um (0) ,umC0)) 


-fe unk) aya: 
0 


= 2Re f ORAON 


利用 4 的 强制 性 ( 设 4= 0) 和 а,а/ ht 57{Е, 
аа) |+ о[и, СГ) [2 


«міса + 180019 + М „ора — 
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+ reyta | layta 


利用 Gronwall FR, HRT t РИИ Тот BJ 968 2k 
C’ iE 
lui GO [2+ u, GD Ë 
т 
«(пи сое + ао? + [ло еа) се. 

干 是 在 在 子 序列 仍 记 为 un 满足 ， 当 mco 时 

usu, L* @,Т Эй", 

usu, gg L" (0,T; Н)“, 


现在 过 滤 到 极限 。 今 
CECO, TI =(@€C'([0,TJ)|e<T)=0). 
考虑 画 数 


N 
y= J pwi 9 € C)([0,TJ), (4.24) 
3-1 


{Е(4,23) "х m>N,CG4.23)3 以 Fj, 从 1 ENR Яп, Ж {г 
(对 上 的) 分 部 积分 ， 


т 
f Саб, um Y) — (иһ, ) Ide 
= | ауан Clay ә). 
Amo, RITER 
Јоса, = w yoa 


= ора сав), 
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由 (4.24) 给 出 。 4 
Y ={pEL(0,T;V) |y Є120,Т;Н), Т) =0}, 
由 下 面 的 引 理 ，(4.24) 给 出 的 画 数 在 中 稠密 ， 这 里 在 
中 取 范 数 
Пи 15 = (0122 оте vy + fy’ 122 от н). 


FEIER YEY, 


| теи, -Cu ya: 


= | (уюй + сав). 4.25) 
对 任意 9EC3C0,T),vEV ,在 (4.25) 中 取 y= pv 得 


(Г CAGD)u— f) pdt -F иеа) 


=0, yoEV。 
由 此 得 
F Aou- ей 


-- [cunea veeo;o,m,. 

由 广义 导数 定义 

-и” = AGDu(0) - f. 
нж 3.13, H A W(0,T,VCCC([0, TJ, Hë BE, ih 
тоор 

махи ИСО ТУУ) Й 

得 

ил (0)—u(0),m— co, 


AE u, (02-10, u(0) =u, # u (0) = 岂可 用 通 常 的 方 
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法 证 明 。 唯 一 性 的 证 明 同 定理 4.3， 或 用 下 面 的 能 量 等 
A 1 

引 理 4.4” 形 如 (4.24) 的 画 数 关于 范 数 | l> 在 Н 
Ж. 

证 明 设 ye 罗 ,对 4E (0,T) 定 义 
y(t+a), -а<1<Т-а; 

0, T-a<t<T. 
A f = fa = аот, PCT) = 08 fa EY, Н. 

ПА. – 015—0 (2-0). ` 
于 是 只 需 对 了 证 明 引 理 。 取 boECi(CR') ,在 (-a/2,T)7 上 
be=1, 在 (-a/2,7) 外 bo=0。 兮 ge=bf, 则 有 
geEZ2CRIY)，9sEZ2CRL H), 

ga ЕТИ, д. |оту= fas BEH о. 证 明 BIM, AR 
积 


AO ={ 


9. (t) = Af Ialt -so 人 Н )as， 


p ЖР. e 充分 小 时 ，9g。 在 了 附近 为 零 
19, = да 160 CE0), g, ECFCR'; V). 
对 0, ЛЕСА, DHR, АГ КНТ. | 


3.2 BRER 
前 徊 我 们 得 到 的 解 
uEL”(0,T;V),w ЄІ"(0,Т;Н), 
实际 有 更 强 的 结论 。 
定理 4.7 在 定理 4.6 的 条 件 下 ， 向 题 (4.21) 的 解 
u€C([0,TJ;V),ur €eC([0,TJ,H), 
且 有 估计 


lulcesz p+ [2 lecor: m 
С.о: m+ leol + 1р. (4.25) 
m 15 5 С, ЕНШ, Jika ra YC 比 结果 更 重 
要 。 基 本 思路 是 先 证 П@У RE, E iol 由 这 
两 点 即 得 u tO ЕУ ЧАЯ, ER u0) О ЭЛ УГЕ 
RFR. 
351384.5 ХУУ ДЕ Pi 4 Banach Ж, XCY, M X 
3 Y ВАРА, ХА, #ue L OO ,.T X), 
и fE[0 , T] F ЖУ р 69 连续 ， 则 4 在 [0,Tj 上 作为 XX 
MEH BODE И 
证 明 ig ucL”(0,T;X) H uG@)—u(t) G—t)fgE Y h 
Яй. TE te ATTO, T], mesA=0, |u) |x<M,tE[0,T]-A. 
任 取 一 点 ttE[0,T]， 可 找 姑 E[0,T 门 -4, {E tato, IH F 
ju(ta?1x<M,X 又 是 自 反 的 , 故 有 子 列 4Ctnk) fE X rR 33k or 
到 vEX。 但 uCtni) 一 4(Cto) ,在 Y 中 ， 故 u(to) =2EX， 这 就 
说 明 u 在 [0,T] 上 作为 XX 值 画 数 弱 连 续 。1 
引 理 4.6 ”定理 4.6 中 给 出 的 解 
u€ECs([L0,TJV) ,u’ EC LO,T1H). 
这 里 对 任意 Banach 空间 X ,我 们 记 
C.([0,T];X) = {u|u 在 [0,T] 上 作为 关 值 画 数 弱 连续 }。 
证 明 已 知 wEL*(0,T;V),uEL*(0,T;H),u = f — 
АиЄ120,Т,У/), Р 
иЄС([0,Т1,Н), и" ЄС(0,Т],У'). 


更 有 
uECs(L0,TJ;H) 和 uw €e C,G([0,TJ;V/), 
由 引 理 4.5 灾 记得 到 结论 。 | 
引 理 4.7( 能 量 等 式 ) 设 u 是 定理 4.6 给 出 的 解 ， 则 有 
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aGt,u(t),u(t)) + |u G) |° 


=а@,ш,щд + шае |! a Co, uco) ,uco)) о 
о 


+ 28е | (feo) ,uc))dc (4.27) 
о 


证 明 JR E t€ (0,T), 15 0<0<1,/2, E У ЖОЄ 


СК), 


Ф= Фа= 9,00) = 


BE p= рл 是 一 维 光 
滑 子 序 列 ，2 是 偶 
ВК, H alt, ч,о) 
# f 18 їп Ф| Аи, 
且 保 持原 有 性 质 。 

u ЕЩ А, Н. 
保持 
u€eLe(Ri,V), 

ш € L=(R1,H) 

和 uw ELRI,V')., 


0, t<0, 

1, t€[5,t —5], 

0, t>t, 

ВЛЕ, Є [0,5] 或 上 Er[to,5to]。 


及 下 为 书写 简单 ， 以 [” , Jia (RIH) 的 内 积 或 
LACR! V) n LICR VHRR. DA poit K CO, to Kt 
ФЕВ, М раро (0—0). RANEH 
LA’ GO рж (рош) ‚рж (рои) J + 2КеГрж (роЛи),рж (pou’)] 

+ 2Re[ Ap ж (pou) – Аж ACpou) , p” ж (рош) J 


+2Ке(ржрж (poAu) (0) ,u(0)) 


— 2Ке(ржрж (роди) (to) ,u(to)) = 0, (4.28) 
2Re[p (рош) ‚рж (рош) ] + 2Ке(ржрж (Pou’ ) (0) ,u” (0)> 
—2Ке(ожрж (pou’) (to) ,u” (to)) = 0 (4.29) 


先 证 (4.28)。 从 下 列 明显 的 等 式 出 发 : 
= d 
Г. а Ар ж (ри) ,рж (@9u)) dt = 0, 


由 此 
2Re[ AC0 x (pu)), (ож (gu))” J 
+[А/ (рж (фи)) ‚ож (@u) J = 0, 
ШШ ш: 
(ож (gu))” = p” ж (gu) = p* (çu)” 
得 等 式 
CA’ (ож (@u)) ,p * (gu) ] + 2Re[p ж (Agu) ,p * (gu?) ] 
+2Re[p* (Ари) ,рж Cp’ u)] 
+ 2КеГА(рж (фи)) — рж (Agu) ,p’ ж (ри) J = 0. 
(4.30) 
现今 б-»>07Е(4,30) ЕЦЕШ, ШР 
(P-P) 0) 0 ($->0)Н.|Ф„@)|<1, 
利用 Lebesgue 收 比 定 理 易 知 对 (4.30? 中 的 第 一 、 二 、 四 项 
只 需 以 ор 即 得 极限 。 唯 第 三 项 因 含 % 需 特殊 处 理 。 它 
可 改写 为 
2Re[p * (Ари) ,рж C9’ u)] 
=2Ке[рж (ACP – Фо) ш) ,p x (g” u) ] 
+ 2Ке[рж (Apou) ,p ж (р/ч) J (4.31 
显然 当 0-0 时 | 
| = рои. (к, v 一 0。 
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故 有 当 io 时 
{ож AG — Фо) u |; t; у, ›-—>0, 


又 由 
Í lp (0) |dt=2 
R 


а еж (P 0 在 ZICRLY) 中 有 界 ， 故 (4.31) 中 第 一 项 当 6->0 
BHRR. m TH (o жр ж (Apu). ),иС. )) 的 连 
续 性 ， 当 6->0 时 
2КеГр ж (Афи) ,p * (@” u)] 
= 2 Ке[ржрж (Афу) , 97 и] 


=2Re IN (ож рж (Apot) 0) ,u GD) dt 

0 
-jfi Oox AoD udt 
0 
—2Re(p x p* (Афи) (0) ,u(0)) 

-2Ке(ржрж (Афи) Cto) ,u(t0)), 

(4.28) 得 证 。 É 

再 证 (4.29)。 这 次 从 下 式 出 发 

人 оо» (ри!) ‚рж (pu’ ууа! =0, 


由 此 得 
2Ке[рж (@u'),p* (ри”) 1+ 2КеГрж ((@ —@o)u/), 
рж (@'u/)]+2Re[o* (pou), p% (p'u у] 
= 0。 ‹4.32› 
易 知 当 6 一 0 时 ， 上 式 一 、 二 两 项 分 别 ë -F п 
2Re[p x (pou), p% (Pou")]. 
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而 (4.32) 的 第 三 项 
2Re[p* (gou’),p* (pu’)] 
= 2Ке[ржрж (pou), g'u] 


в 
=2Re {3 (ржрж (@u/'),u”)dt 
° 


-+[°? (ожрж Cou’) ,ur эй: } 
so0o-6 


—2Re(p x p* (pou’) (0) ,u” (0)) 
-2Ке(рж pæ (Pou’) (to) ,u” (t), 
《4.29) 得 证 。 
把 (4.28) 和 (4.29) 相 加 ， 考 虑 到 等 式 
A ult) +u” (t) = ЈО), 
我 们 得 到 
[A’ (ръж (Фош) ,pn*k (фи) J + 2Re[ p, ж (pof) ,pn Pow’)] 
—2Re[ A (Pn ж (Pou) — Pn ж (Apou))’ ‚р ж (оч) J 
+2Ке(р„ * Pn ж (goAu) (0) ,u (02) 
— 2Re[ Pn ж ръж (go Au) Cto) ,u (to) J 
+2Re(pn* Pn ж (pou’ ) (0) ,u” (022 
—2ReCpn* pa ж (Pou’) (to) ,u” (£0)) = 0, (4.33) 
由 下 面 的 引 理 4.8 知 (4.33) 的 第 三 项 当 n->oo 时 BIR Ж, 
易 见 第 一 、 二 两 项 的 极限 分 别 为 
[A’ (фи) ,pou] 和 2ReLypof ,Pou’ 1, 
只 留 下 考察 后 四 项 的 极限 .由 于 0 和 to 的 地 位 一 样 ,只 需 证 明 
2Re(o, ж (Ами) Cto) u Cto))—>a Cto, uto) ,uCto))， 
п->оо, (4.34) 
2Ве(о„ж (Pou) Cto) su’ (to))—> |u’ Go) |8, (4,35) 


其 中 0n= Pn* pn。 由 于 
2Re(c, ж (poAu) (to) ,u(t0)) 


=2Re J с (t) (Аи( — t) ,u(ta)) dt, 
和 对 充分 大 的 7 h р АЕА 
to 1 
IN 0„(00= 5, 


我 们 得 
2Rel(on* (poAu) (to) ,u(ta)) — CA Cto) u Cto) ч) 


= 2Re f; "on (t) (Auto — t) — Au Cto) ,u (to) )dt—>0, 
0 


n— co 

类 似 地 证 (4.35)。 引 理 得 证 。 | 
引 理 4.8 БИТ Л= ACt) 满 足 条 件 

A ESVV') NADI SEM. 


对 任意 4,v， 
ICAU, v)’ | = [СА (и, 0) |< Мио, 
ю= б» 为 光滑 化 序列 ， 则 对 ~EZ2(RI:Y) 有 :nm->oco 时 在 
L?(R'; V’) rR 
V, = (AG) (иж Pn) – (AU) * pn)’ —0, 
证 明 以 Tn іа L2(R:,V) Fj LCR V7) 的 映射 u 
Un。 设 上 ECICRIY)， 则 
Vn = А” (t) (u ж p.) + ACE) (u жр) – СА (u) * pn 
— СА() ш) * pa, 
注意 到 4 ARE, НАВЕ, 4 поо 时 在 了 中 
vn(t)—>0, 
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关于 t 在 R' 一 致 HE 
suppunCA,m(A)<m,A=Br,1C0) ,suppuC B,, 
由 此 得 
nlza візи 90 (Cn 一 co)。 
对 一 般 的 uEL*(R!;V)， 采 用 逼近 推理 ， 只 要 验证 了 存 
在 与 ?无 关 的 常数 M 使 
17.1, we ачиш в yoo «МУ, 
由 于 
Vn (t) = A’ (0) (u ж px) + wn(t), 
ma (tD) = AG) (u * ps) CE) — CAG)u) жр, 
lux Palt? ai vo «Ча ai v A’ OIM, 
故 
[A CE) (иж Pn) lo 2 tiv 512 tvy SM, 
再 看 算 子 usw, 的 范 数 ， 
1⁄4 
wo | AQ - AG на - зур, әз, 
由 于 
[САС и, и) [СА (и, о) |<Mlullel, 
故 
{Аа)-А@-5)[»у,у' <M|s|., 
我 们 有 
По CD fy, «Мпа ж |о„|@). 
H Minkowski 不 等 式 
ш»? візу «Мп hule? (ауу) 10. 22 во 


= ММ" |и|,2 візу. 
t 
P(g) 


Mr=n | lolde f 
R! R! 
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=f wild 
取 M = M( + | ,1 cp1a) 即 得 结论 1 


шалча, Рагва 
定理 4.7 的 证 明 НЕЕ ЕЈ 4,27), M% 
tsalt, u(t) ‚и (Фу) + |u G) |° 
在 [0,Tj 连 续 ， 允 西数 tu(t) 从 [0,TJ 到 五 强 连续 ， 故 函数 
tap(t) =а(,и(0) ,u(t)) + Аа) |2 + |u’ (0 | 
=aa(t,u(t) ,u(t)) + |u (tO |? 

COTEL, PEtat, іп 
En= [и Ga) =u 0) |2 +a, Cn, Un) -uCt) ,ultn) - u(t)), 
ШЕП 
Рах) +0) +2Rea, (4,00), (09) ~ a, lt, uC), uC) 

—2Ке(и/ (tn), u’ (t)) —2Rea, G ,u(t,) ,u(t)) 

-2Re(a, (tnsultn) ,u(t)) -а,(,и(і,), u(t))), 
mial. ,u,v)EC150,T])，YVu,vEV 推 得 对 

a tu) = аби) 

有 pa 
la @,и,ьу|<&М[и[[], Vu, €v, 
《证 明 留 作 习 题 ，) 从 而 

[а, Cnsult) ,и(0)) -а,(,и0),ч(0)) SMI ts, 

la, Cnsultn) ,u(t)) -a3 (t, Ulta) U| KM] t-tif. 
再 由 u pw УЯН у АЕ, 4 noo 时 

En >20) —2Ңе(|и/ |> +a, t, u), u(t)) = 0, 
由 于 名 二 1u G.) w Q) 1 + аи) -al 定理 得 
HE. | 
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3.3 BROENE 

定理 4.8 保留 定理 4.6 的 条 件 ， Жас. u, € 
CL0,TD), Yu,v€EV, fEH'0,T;H), u € DC(A(0)) (HD 
AC(0)uoEH) ,uiEV， 则 存在 唯一 的 hECC[v,T];V)， 满 
жи €L=>(0,T,;V),u” EL(0,T;H) 和 (4.21). 

证 明 ”我 们 现在 在 更 强 的 假设 之 下 ， 继 续 推进 定 PH 4.6 


证 明 中 的 估计 。 不 妨 设 w = uo。 设 近似 解 un = Уу отно 


Æ 
(uzt), wj) +a(t,u, (t) юу) = CS), wi), j=1, ,ms 
gmi(0) =1, 9„3 0) =0, j=2, ,ms (4.36) 
9.100) = Mmi, mooi, Una (У), 
t= 


常 微分 方程 组 的 Cauchy 问题 (4.36) AME — AE (ола) 
相应 近似 解 um 已 有 估计 
lu, С 12 + un G) 12 
«С° + tim]? + ПА о,тзҥ›). (1.37) 
现在 fr e pO T H), Бод УРЕ, gai 几乎 处 处 存 
ТЕ, ТЕСТ. Зр t ЖЕР 
(uk, +alt, Un, Wj) +a (t, Um, w) = (Р юу), 
j=1,",m, (4.38) 
以 9 他 乘 (4.38)， 对 7 了 从 1 至 寻求 和 
Us, 18) talt, Um, Un) +a’ (t, Um, Un) = Соч), (1,39) 


西端 取 实 部 的 一 倍 ， 利 用 = 的 共 撤 对 称 性 
атат +а@,и„,щд1+2Веа/ (un, u) 
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-a (t, umlt) ,ualt)) 
=2Re(f’ (t), ua), 
在 [0, 幻 上 积分 此 式 得 
[ик Ci) + а, valt) uk (t) 


+2Re fi Га’ (2,и„ (0) ,u(t)) — а (t, (t) , unt)) 14 
о 


= [ч&@0) |? + а@ sus C0) ,uo0)) + 2Re| c, O), udt, 
(4.40) 
Шип 
асс, ши СО) ,uC0)) < Мим (0) lus (0) l. 
HIT тоо 时 在 V 中 以 C0) 一 册 1， 存在 不 依 顿 于 mm 的 M 使 
[ао , ч (0) ,и(0)) |<М 
。 在 (4.36) 中 取 上 = 0, 乘 以 gai(0)， 


XJ МІ s m R I 
(А(0)ш,и(0)) + (иа (0) „ча (0)) = (700) ,и500)), 
[2007 [2 = СРО) ~ А (0) uo, un C0)) 
=|/00) – А0) шо lunc) |, 


luz c0) 11760) - ACO ul LIFO) + ТА Ошо. 
再 估计 两 个 积分 项 。 由 a” 和 a” 的 有 界 性 
ПСКОЎ 
0 
ра 
= | о ано ааа 
-| a (Ct,us(t), u(t)) dt 
° 


263 


ОКАСА 
= |a Erum), uh) а (0м. (0) ,uk (09) 
t 1 
- Гаа) ааа - САС 
0 0 
«мра (Q) lluk G) + Ми 0) uk) i 
t Ú 
+ мш) ao [мда сова сута: 
о P ° 
M: M 
БОТТИ КОЈ; 


M 
+ luc. upa usta: 
0 Jo 


Mr: 
+ aoa, 


[А a’ (t,u¿ (t) ,u, (t) и|<м{' qus Ct) 124, 


把 这 些 优 计 代 太 (4. 10)， 取 “= 分， 整理 后 得 
[шо + а CO 1 SC Cuol? + {ш + | f co) | 
тота Гашо 


+|u; GO [2)90) 
由 Gronwall 不 等 式 得 
lua [+ Jua C) KCU? + [uk (0) |? + 1/00) Ë 
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+ и ey an <c, т=1,2,+—. 
REM GBDTEU]— F, EESPERE Q 
u’ EL*(0,TV) ,ur EL°(0,T;H). | 
例 iZ OTR, дОЄС?, аӊ sbi,c € L° (Q), 
aij x,*) „Бб, 0) ,с(х, e) EC LO,T] 
Ж#Н. 
la, le? сәт lbi, De? cori» СС, Dle? ctor» 
<C, ухєО, 
ay (x,t) EE 2>a|£|?, VEER", a0, 
a(t,u,u) = Ë (aij(x,t) DiuDjD + b;D;u0 + си®)ах 


=aG,uv,u), 


JELO, ee, w€ ma NHIO), we, 


ШЇ ДЕ 884.8 fe ЛЕЦЕ— Йу иЄ LS (0,Т,Н (Оу) 
u’ EL2(0, TSH3CO)) ,ur € 12(Q) 

和 

“9 2 

[+Au=f, Œ, DEO, 


| u, =u), хЄ0, 
бю = шо, xeo, 

9? 
шли 7 ол € L°G0,T PCO, 根据 椭 四 型 方程 解 的 


正则 性 定理 
u€EL®(0,T,H?(0)), 
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更 有 u€EH?*(Q). | 
前 面 讨 诊 的 解 4E Ї2(0,Т;Н (Оуу, ЗША ЗРК 
界 条 件 ， 现 在 对 非 齐 次 边界 条 件 做 一 个 简短 的 讨论 。 设 初 值 
чо,ш 和 边 值 9 给 定 ， 若 存在 w 满 足 
w” + Аш= рЄН'0,Т,12(0)), 
yw=g, Х=ә0х (0,Т) Б, 
w(0)=u,w’ (0) = ш, Q F, 
其 中 7 为 30 БТ, Ж и-ш=ў, рї 
yE LC0,T ;HCO)), 
E +Ар= 7-0, 
000) = 0, w (0) = 0。 


4 将 满足 
и” + Au = f, 
уи= 9, 
ч(0) = цу, u'(0) = шщ, 


对 少 可 应 用 上 面 例题 的 正则 性 结论 ， 问 题 归结 为 由 uou 和 
9 提升 所 得 的 w 的 正则 性 。 AE uou 和 9 作为 ww 在 i=0 
和 39 x (0,T) 上 的 迹 ， 除 本 身 具有 适当 的 正则 性 外 ， 还 必须 
满足 一 定 的 相 容 性 条 件 。 关 使 ?=w’+ Awe Н!(0,Т, 
TL2(0))， 只 需要 
w,w’ EL?(0,T,H?(9)), w”’ € L?(Q), (4.41) 
3 引 理 4.9 刀 满 足 (4.41) 的 充分 必要 条 件 是 


wa) =wot | ф(о)4о,фЄ НСО) ,we HCO). (4.42 
° 


证 明 ЖУЄН(О), BJ 
YEL? (0,T;H?(0)), y” € L° (Q), 
《4.41) 给 定 的 w 显然 满 足 (4.42)。 
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反之 ， 医 名 满足 (41.41)， 则 
w = € H2(Qy—L2(0,T H*:(Q)), 
w 从 10,T Jal НСО) а, ik 
000) =m € H? (О), 
LEKRU. ADi. | 
1и. 10 Pw., W 
w=gEH'(0,T;H3/2(90))N H52 (0,T; L? (09)), 
w(x, 0) = w EH? (Q), Я (4.43) 
te” (х,0) = € H:⁄2(Q), 
HJ Ja t AL ау 812 Z PE 


Iex, 0)=u (x), хЄ20, 
а а.н 


oo (3w dw 12 ndo _ 
|: СИКА a бео) Раг ee, 


фр ie x€ 0Q 处 的 单位 内 法 向 基 。 
证 明 ШАСІ, 12), 
Zte (t) = yw + 中 war， 
° 
А u € HQ) 得 wwoE 11242099), ШУЙИ p a ”和 
4 分 可 ЧЁ, 
t t 
f voydo=| ур(о) іа, 
° ° 
H F 081 (Q), ВЕЛЕ 
ЄН? (х) = L200,T; H32 0Q)) Нз: 2(0,Т,12(0)), 
经 一 次 积分 则 有 


„|; yO do EOTEH (QQ) H5 (0,Т.1200)), 
š 
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HF w = #€ НСО), ҢЫ ЕРШ, w (e,0) EH, 
相 容 条 件 (4.44) 是 定理 3,11 的 直接 推论 。| 
引 理 4.11 设 g,wo 和 wi 满足 
gEH'(0,T; H2 (30)) NH5? (0,Т,12(а0), 
t € H?(Q), w, EH? (Q) 
和 相 容 条 件 (4.442， 则 存在 刀 满 足 (4,112 和 (1.43)7。 
证 明 由 条 件 知 
9' Є12(0,Т,Нз/2(а0)) 1 H3⁄2(0,T',L2(9Q)) 
= Hš3⁄2 (5), 
L4 w EH? (O), АНАА. 40, WR 据 迹 定 
理 3,11 存 在 函数 9€ H? (Q) ti: 
Се 
9(х,0) =), 


w=F+w+| 0(o)do, 
0 
КРЕ 
FEL(OTiH2CO Н}‹йуу, F =” emo), 


F(x,0) =0, F’(x,0)=0, x€ Q, 
忆 将 满足 (4.41) 和 (4.43)。 做 画 数 G(x,t) E HIQ) W E 
90,0) =0,СС ЄН (9), 


ә 


Е = [боо)до, 
° 


FB И Ж. | 
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定理 4.9 KERU, SJAM PN £ Йол, S iZ 
FEH!0,T;L?(0)), 

оЄН'0,Т,Нз/2 (20)) NH5/20, T; L @0)), 

u| € H?(Q),u, € H3⁄2 (Q), 
且 相 容 条 件 (4.44) 成 立 ， 则 存在 解 u€ H?(0) 满 足 

i192 
+Au=f — G,D)€0O, 
u(x,t) =g(x,t), (x,t) EZ, 
u(x,0) = чо(х), хЄ0, 
ойох, 0) = GO, x€ Q, 


证 明 这 是 该 例题 结论 和 引 理 4.11 的 下 接 推论 。 | 


$4 特征 函数 展开 的 应 用 


我 们 回 到 算 子 
A= -D;Ga;jD) +b Diu +e 
的 系数 不 依 顿 于 上 的 情形 ， 假 设 
(aá EC AH), bi,cEL°CO), 
| Кеа; уо | |, ER", х0, ао, 
| аби) = ][аубиРуо + biDiuo + сиојах (4.45) 
=a@,u), Yu,vEH} (Q), 
由 Gårding 不 等 式 ， 存 在 A >0,67>0 使 
a,v) + holv lovl?t, Мое Hi (Q). (4.465) 
ЖЫЙ ЛЕ F82_ 164 fE A [ЫР fiE РИ СУУ] 
Uy,i=1,2,--,(U;), (Q; +) UAH O; + А120) 
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PIERR LAO, HDA H 1O fJ ЕЕ ЧУ ë 28, A; Hl 
应 Uj 的 特征 值 。 
定理 4.10” 设 定理 2.16 的 条 件 满足 ， 则 对 
u € H (O), u, EL CQ) Uf EL 0,T ;10)), 
存在 唯一 的 
u€Co([0,T];H;(Q)) NC Co, T]; L) 
满足 u” E L0, T; HQ) #1 
u” + Au=f, 
и(0) =u, (1.17) 
ш (0) =u, 
证 明 ” 按 特征 西数 分 别 展开 数据 和 解 


0,0) = УЛОО), 
ўза 
Uo= D, uU; 
j=1 
u= У), 
j=1 


u= >u ОШ 
3-1 

ug CE) W ar 

Us +2juj= fj; 

uj (0) = uoj; 721.2. 

и';(0) = uj 
不 妨 设 Аз >0,]=1,2,++,„ XA Cauchy 回 题 的 解 
sin 2и 


v À; 


Uj(t) = ttojcos (4,0) ШИ 
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fino "Sas, G. 49 


sin. 7 qz 
从 uo, u, 和 уишн лт. 16 知 道 


z“ 
БО; + A) |шоу|®= Bull; 


ы! 
BULA 1.49) 
13-1 
i f (Улоо a= [Л о›т+ь? io) 。 
ыы ТТ 
HR L fü 45565 Minkowski 不 等 式 得 


(Zo шо") 


3-1 


(Sorul) (uu sin? /A ИИБ 
1-1 ГЫ 


-f (> liey t siwa a) зав, 

站 于 为 + оо + оо), ЕВ С, EMER 
ФЄЁ!, j=1,2,., 

2; 


ў lo ау) С, 
J 


t 
асе [ш + fulg +с[ле „0142, 
这 就 证 明了 
uEL“(0,T;H3(0)), 
271 


为 评 实 际 上 布 &ECYCL0.T2 CC2))， 册 级 数 估计 差 
Ласе, t) -uct 


(озо -we dl) 

ГЕП 
«(250+ ләш, lile, r)” 

і 

а 1⁄2 

+ lu j 2K3G t) 

(> 1j 3 ) 

+ 人 (| Св, -la 

= * 


+ (> (É. IHO Пав, - 9492), 
ты 


(4.50) 
其 中 
Hij(t,t’)=cos( Wht) —cos( At’). 


Куа) = (pe) cinc RD -sin ОИ), 
显然 |Hj(t,t’)|2， 又 存在 不 依 井 于 t,t' 和 /的 常数 C 使 
IK, |<, 

对 固定 的 了 ， 

H;G,t/)—>0, K;G,t')>0 t), 
由 对 级 数 的 控制 收敛 定理 ，(4.50) 前 两 项 当 tt 有 时 极限 为 
Ж. Hi Minkowski 不 等 式 第 三 项 不 超过 


© f (È 1o12) as| 


= C If, |6) 145—0 70), 
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而 对 第 四 项 同样 由 Minkowski 不 等 式 不 超过 
[EOK a-s в) аз, 
КЫ КС 
(Ую Ps о) 
j=1 
`a „2 
<c(> ст") #сү/|еге,ТУ, 
j=1 
X IH K,G@ — s, — s)—>0( >) BB PE BD Pta pa 
(Уеа з, 1) осо, 
3-1 
a.e.s€ (0,T), 
由 积分 控制 收敛 定理 得 t —t 时 第 四 项 的 极限 亦 为 零 ， 这 就 
证 明了 
иЄС°([0,77,Н;(О)), 
逐 项 微 商 得 
u’ (x,t) = $)и)й;(х), 
sei 


uj (t) = 一 М цуузїа (МЗ у) + ШЕЛОЛТУУ 
类 似 可 证 
u’ ЄС°([0,71,1200)), | 
定理 4.11 设 定理 4.10 的 条 件 成 立 ， 人 有 界 区 域 2 的 边界 
эОЄСї, #£ H. А 
а5ЄС'(9),ЈЄН'0,Т,12(0)), иЄ H?) QH, (O), 
u EHQ), 
则 问题 (4. 47) RE 


иЄІ2(0,Т.Н?(О)), w EL T ,H1 (0). 
证 明 跟 定 理 4.10 的 证 明 一 样 ， 设 О; 是 个 应 特征 值 X; 

的 算 子 和 A 的 特征 丽 数 ， 

UUD =š. 
在 有 3C(Q) 内 引入 内 积 

((ч,0)), = a ,0) + Аби), 

由 椭圆 型 方程 解 的 正则 性 定理 ， 

Ee H*(Q). 
(A+ ADT НСО C Н (Oh fJ W£ f a: S 8 ЕЁ У, 
ЖР ПЕРА ОЕ О), KUE Н (ОУ H, (O т ЭЕ, 
在 H*C0) 中 引入 内 积 

((u,v)), = ((А+ Au, (A+ A), 

这 个 内 积 相 应 的 范 数 和 Н? (Q rh Ж ЖИЛЕ Л, ЗЕН. 


СУ) = Ci + 2o) Cj + МЭ. 


所 以 
(GQ +A U, |= 1,2,6, У 


是 Hz(9) 中 的 标准 正 交 FRPC )))3E,SleU, fE 
науци и а Е У) it Ael 收 和 化。 由 条 
ќ-1 
件 
u € HT2(Qy ПНІ (О), u € Hi(Q) f€ H'G0 T L2(Q)) 
жй | 
DY Ay + Абу = ЇЇ, 
s 


У уя мн = hal, 


3-1 


Уо єто,Т), УО Er,7). 
21 


4-1 
Шәйх) = NOGO сиў CG. DEW ЮЕ 
ҒА 


и’ EL2(0,T ;万 1(2))。 
而 出 
ust) = ~ Mjuojcos (И 0) — М Ауцуузї (МЛ) 


+O- VTS Osin @-5))45 
= ~ Ajuojcos (А30) 一 Vujsin(V ht) 
+ f;(0)cos Azt + [оса = s)ds 


与 前 面 类 似 可 证 и” L: Q), | 

AV mu, ERF АСЛИ t Н. RME а 
组 成 的 完备 正 交 基 时 ， 在 Galerkin J; 法 中 就 取 这 组 正 2838 
作 基 ， 实 际 就 是 特征 画 数 展开 法 ， 这 时 常 微 分 方程 组 是 完全 
非 耦 合 的 方程 组 ， 共 解 可 用 简单 的 公式 开 达 ， 而 微分 方程 的 
解 就 展开 成 正 灾 级 数 ， 解 的 估计 化 做 加 权 的 已 中 级 数 的 个 
让 ， 简 洁 清晰。 


зу № 
证 明定 理 4.5。 
证 明定 理 4.10 中 的 u’ ЄС([0,77,1200)), 
完成 定理 4.11 的 证 明 。 
用 Galerkin 方法 证 明定 理 3.16。 


a ооо t н 
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用 Galerkin 方法 证 明定 理 3.17。 


5. 

6. 用 特征 展开 法 证 明定 理 3.20。 

7. 用 特征 展开 法 证 明定 理 3.21。 

8. 用 华 群 方法 讨论 双 曲 型 方程 的 Neumann-Cauchy [ij 
©. 

9. 用 叶 群 方法 讨论 双 曲 型 方程 的 第 三 边 值 -Cauehy 问 
题 。 


10. НСО) = {иЄ 120) |диЄ12(0)}, HicQycV c 
H39), Н= 120), 


їнїў = [и + 12018, jul; = ло dx, 


atum) =f a(x,t) AuAvdx, 
° 
aG ,t) Є1°(0), 
tiale иу МСО, T], >L (O — AK ЖГ t, 
а(х 0) 2920, fe PO ,T Hy, u,€ H, 
证 明 存 在 唯一 的 vE L (0 ,T V), аи EL (0,T;,H), 
d? 
аб) 5) + Hr uD D= О) 0), VEV, 
a.e.t€ (0,T); 
и(0) =0, u' (0) =u, 


GH u 所 满足 的 微分 方程 。 

11. Q 是 有 界 区 域 ，3QEC”"， 第 10 题 中 取 站 = H3(0)， 
解释 相应 方程 和 边 条 件 。 

12. 第 10 题 中 取 V = (e€ H3(0Q) |yov =0}， 解 释 相 应 的 
边 条 件 。 

13. 第 10 题 中 取 V={vEH5(0) yw=0}， 解 释 相 应 的 
WRI. x. 
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